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Thema: Aufstellen von Zustandsraummodellen

Aufgabe 1. Aufstellen eines Zustandsraummodelles
Gegeben ist das Modell einer einem zweistockigen Gebdude nachempfundenen Struktur mit ei-

ner beweglichen Masse zur Schwingungsunterdriickung. Die Stockwerke werden mit den beiden
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Massen M; und Ms modelliert. Die Biegung der Gebdudestruktur zwischen den Stockwerken
wird mit zwei linearen Federn mit den Steifigkeiten k1 bzw. ko beschrieben. Aufler den horizon-
talen Bewegungen der Massen werden alle anderen Bewegungsrichtungen ebenso vernachléssigt
wie Reibungskrifte. Als Aktuator zur Schwingungsunterdriickung fungiert ein Wagen W, der

sich horizontal entlang von Ms bewegen kann.

Aufgabe Bestimmen Sie das 6-dimensionales Zustandsraummodell des beschriebenen
Problems. Die Zustandsgréfien stellen dabei die x-Koordinaten der drei
Massenschwerpunkte sowie deren zeitlichen Ableitungen dar. Die Beschleu-
nigung des Wagens W relativ zu My wird dabei als Eingangssignal, d.h.

u = Iy, betrachtet.


http://www.unibw.de/lrt15/Institut/lehre/unterlagen/MMR

Losung Aufgabe 1.

Zunéchst werden alle auf das System wirkenden Krifte aufgestellt
’ ‘ Betrag der Kraft ‘ Richtung

Masse 1 M - i1 —
k1.2
ko - (2 — x1)
Masse 2 Mo - o
ka(zo — 1)
My - (Z9 + u)
Wagen My - 23
My (%2 + u)

U

Aus dem dynamischen Gleichgewicht des Systems ergeben sich dann die folgenden Bewegungs-

gleichungen:

My - %1 — Kz + kQ(l‘z — .Tl) =0;
—Ms - &9 — ko(xg — 1) — My (&9 +u) = 0;
—Myy - &3+ My (&9 +u) =0.

Durch Umstellen nach der jeweils hochsten zeitlichen Ableitung ergeben sich die folgenden Dif-

ferentialgleichungen:

P _k‘l + kQLU B ﬁx
1= Ml 1 Ml 2

.. k2 k?z MW

o = x1 — To — u,
2 Ms + My ! Ms + My 2 Mo + My

. ko ko M,

Ty =

— 9 + 1+ —mmu.
My+ My 2" My+ My " Mo+ My

Mit Hilfe dieser Bewegungsgleichungen ldsst sich nun das Zustandsraummodell & = Az + Bu mit
dem Zustandsvektor x = (xl,xg,xg,x4,:c5,a:6)T mit &7 = x4, 29 = x5 und 3 = xg aufstellen.
Fiir die Matrizen A und B ergibt sich:

0 0 01 00
0 0 0010
a_| 0 0 0001
| gtk 2 0000
k k
M2+2MW _M2+2MW 00 0O
M2+2MW —M2+2MW 0 0 0O
0
0
0
B =
0
_ My
Mao+My
Mo
Ma+Mwy



Aufgabe 2. Zustandsraum-Modelle

Gegeben sind die vier folgenden Ubertragungsfunktionen

1. H:C—C, H(s) =%,

9. Hy: C—C, Hy(s) =t

= G-1)2>
2
3. H3:(C—>(C, H3(S):s2+25w7 CL),D>0,
4. H4I(C—>(C, H4(8):m, W,D>0
Aufgaben a) Bestimmen Sie aus den Ubertragungsfunktionen 1-3 jeweils das zu-

gehorige Zustandsraum-Modell

b) Betrachten Sie das System Y (s) = Hi(s) - Ui(s) + H3(s) - Ua(s) und

bestimmen dessen Zustandsraum-Modell

c) Betrachten Sie das System Y (s) = Hs(s) - Ui(s) + Hy(s) - Uz(s) und

bestimmen dessen Zustandsraum-Modell

d) Berechnen Sie das Zustandssignal (¢, xg,u) von System 1 fiir das Ein-

gangssignal u(t) = wug - sin(wt)

Losung Aufgabe 2.

Aus der 2. Vorlesung ist bekannt, dass folgende allgemeine propere Ubertragungsfunktionen

bps™ 4 bp_18" L 4+ - 4 bys + by

H(s) =
(=) ans™ + an—15"" 1+ +ai1s +ag

in eine Summe aus einer Konstante und einer streng properen Funktion

bn, n anlsn_l + - +l~)18+l~)0

H(S) = n = n—1 a a
an, S"+ap—18 +---+ais+ag
H(s)
mit den Konstanten b b
ar ~ — bpa
ap=— b=k pon
n an

zerlegbar ist. Aus der Vorlesung ist ebenfalls bekannt, dass aus der streng properen Ubertragungsfunktion

H(s) die Beobachtungsnormalform

c=(0 ... 0 1), p=(0).

ermittelt werden kann. Fiir den Fall b, = 0 gilt H(s) = H(s), sodass das entsprechende

Zustandsraum-Modell identisch mit der Beobachtungsnormalform von H (s) ist. Im Fall b, # 0



ergibt sich das Zustandsraum-Modell ebenfalls aus der Beobachtungsnormalform mit der Matrix
D= ().
a) Fiir alle drei Zustandsraum-Modelle gilt C' = (0, 1)

1. Die Ubertragungsfunktion Hj(s) ist bereits streng proper, sodass unmittelbar folgt:

00 1
(7). a-(2). oow

2. Esist a, = b, sodass die Ubertragungsfunktion Ho(s) nur proper ist. Wie angegeben

ldsst sich die Ubertragungsfunktion wie folgt zerlegen:

82+23+1_ " 4s
s2—-2s+1 s2—2s+1°

Damit liegt eine Summe aus einer Konstanten und eine streng properen Ubertragungsfunktion

0 -1 0
(0 0) (1), o

3. Die Ubertragungsfunktion Hy(s) ist ebenfalls bereits streng proper:

A= , B= , D =1(0).
1 —2Dw 0

b) Es werden zwei unterschiedliche Ubertragungsfunktionen mit zwei unterschiedlichen Eingéingen

vor, sodass folgt:

zu einem Ausgang zusammengefiihrt. Aus der 2. Vorlesung ist bekannt, dass sich zwei Sy-

steme wie folgt zusammenfassen lassen:

)= (0 2) G0 2)-0)
) =(c1 &) <2> + (D1 D) (Z;) .

Da beide Zustandsraum-Modelle bereits in Aufgabe a) ermittelt wurden, folgt fiir das

betrachtete System unmittelbar:

000 0 1 0

1 00 0 0 0
A= , B= ,

000 —w? 0 w?

0 0 1 —2Dw 0 0

c=(0 10 1), D=(0 0).

c¢) Die beiden zusammenzufassenden Ubertragungsfunktionen weisen das gleiche Nennerpo-
lynom auf, sodass beide Systeme die selben Zustédnde besitzen und somit auch eine iden-

tische A-Matrix aufweisen. Die Ubertragungsfunktion 4 ist bereits streng proper, sodass



das Zustandsraum-Modell unmittelbar folgt:

o-(7 oo )@ (50 ()
(y) = (0 1) () + (0 0) : (Z;)

Aus der 1. Vorlesung ist bekannt (Satz 3), dass fiir Systeme im komplexen mit der

Ubertragungsfunktion H (iw) und dem Eingang
u(t) = ™' - ug
sich das Ausgangssignal i wie folgt berechnen lisst:
W(t, o, u) = H(iw) - u(t) .

Fiir Zustandsraum-Modelle berechnet sich die Ubertragungsfunktion nach der Vorlesung
mit

H(s)=C(sI—A)™'B+D.
Gefragt ist nach dem Zustandssignal ¢, sodass sich die erforderliche Ubertragungsfunktion

mit C =71 und D =0 zu
H(s)=(sI— A)™'B

ergibt. Um sich Satz 5 aus der Vorlesung zur Loésung der Aufgabe zu nutze zu machen,

wird ein komplexes Ersatzsignal @(t) mit
a(t) = e g

definiert und es zeigt sich unmittelbar, dass u(t) = Im{a(t)} gilt. Fiir ein rein reelles

Ubertragungssystem H gilt dann ¢(t, zo, u) = Im{3(t, zo, u(t))}.

Zunichst gilt es, die Ubertragungsmatrix H(iw) zu berechnen. Die erforderlichen Ma-
trizen des Zustandsraum-Modells sind bereits aus Aufgabe a) bekannt, sodass sich H (iw)

mit
-1

G969 0-0)

berechnen lidsst. Das komplexe Zustandssignal ergibt sich dann zu:

;.1 sin(wt) i cos(wt)

@(ta L0, ’EL(t)) = ( 1w> ’ [COS(UJt) +i- Sin(wt)] TUo = (_ cgg(wt) _i. siﬁ(wt)) " Uo

T w2 2 2
w a(t) w w




Wie am Anfang der Aufgabe festgestellt, ergibt sich das gesuchte Zustandssignal dann zu:

w2

_ cos(wt)
Sp(ty Lo, u) = Im{@(ta o, ﬂ)} = (_ sinb(uwt) ) "o



