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Der Verringerung der Konvergenzgeschwindigkeit der Finite-
Elemente-Methode bei der Losung elliptischer Randwertaufga-
ben in Gebieten mit Ecken und Kanten kann durch gezielte
Verfeinerung des Netzes entgegengewirkt werden. In der vor-
liegenden Arbeit werden effektive Verfeinerungsstrategien
vorgeschlagen, der Approximationsfehler fir Aufgaben mit
verschiedenen Typen von Randbedingungen in Gebieten mit
gekriimmtem Rand abgeschidtzt und die erhaltenen Ergebnisse
mit praktischen Rechnungen verglichen. KXonvergenzresultate
in Teilgebieten erlauben die Begriindung einer Fenstertech-
nik. Neue Erkenntnisse zur lokalen Interpolationsfehler-
abschidatzung liefern eine weitere Voraussetzung flir eine
mathematische Begriindung der Finite-Elemente-Methode {iber
anisotropen Vernetzungen.
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0. Vorbemerkungen

0.1. Aufbau der Arbeit. Den Schwerpunkt der vorliegenden
Dissertation bildet die Begriindung von Varianten der Finite-
Elemente-Methode tiiber verfeinerten Netzen zur Behandlung
selbstadjungierter elliptischer Randwertprobleme 2.0rdnung in
dreidimensionalen Gebieten mit Kanten.

(i) Im ersten, einfiithrenden Kapitel wird die betrachtete Auf-
gabenklasse charakterisiert und die Notwendigkeit angepaBter
Finite-Elemente-Methoden gezeigt. Aus der Literatur bekannte
Verfahren zur Verbesserung der asymptotischen Konvergenz-
eigenschaften der Niaherungslosung werden diskutiert. Zum
SchluB werden die eigenen Ergebnisse eingeordnet.

(ii) Im zweiten Kapitel wird eine Reihe von S&dtzen aus der
Analysis zusammengestellt, die nur indirekt im Zusammenhang
mit Fehlerabschiatzungen stehen, aber in den weiteren Kapiteln
bendtigt werden. Ein Teil davon konnte unmittelbar aus der
Literatur entnommen werden, in vielen F&idllen, besonders in
2.4. bis 2.7., muBten jedoch die Behauptungen veridndert oder
erweitert werden, so daB beim Beweis oft weiterfilihrende Uber-
legungen und neue Ideen notwendig wurden.

(iii) Interpolationsfehlerabschitzungen, auf die die Fehler-
analysis der Finite-Elemente-Methode i.allg. zuriickgreift,
wurde ein gesondertes, das dritte, Kapitel gewidmet. Im er-
sten Unterpunkt werden zunidchst lokale Abschidtzungen betrach-
tet., Den Schwerpunkt bilden Resultate fiir Elemente, deren In-
und Umkugeldurchmesser asymptotisch nicht die gleiche GroBen-
ordnung besitzen.

Der nachste Punkt, 3.2., enthdlt die Beschreibung von Fami-
lien von Netzen, die bei Kantenproblemen verwendet werden.
Globale Interpolationsfehlerabschitzungen werden dann in den
folgenden beiden Unterkapiteln bewiesen, getrennt fiir natilir-
liche und wesentliche Randbedingungen. Punkt 3.5. liefert
einige Aussagen zu Polyedergebieten.

Den AbschluB des Kapitels bilden Uberlegungen zur Beweisbar-
keit der Abschatzungen fiir Probleme in anderen Gebietsklas-
sen, mit anderen Randbedingungen und mit anderen Typen fini-
ter Elemente.

(iv) Der Approximationsfehler bei der Finite-Elemente-Methode
wird im 4. Kapitel in der W“%- und der Lz-Norm abgeschiatzt.
Der erste Punkt enthdlt die Herleitung der Approximationsord-
nung fiir das unverfeinerte und verschieden graduierte Net:ze
iiber dem Gesamtgebiet Q. Die Optimalitdt der erhaltenen Ab-
schitzungen wird diskutiert.



Die verminderte Konvergenzgeschwindigkeit bei unverfeinerten
Netzen ist durch die Singularitdt bedingt. In 4.2. wird ge-
zeigt, daBl die Ldsung in Teilgebieten, die die Kante nicht
enthalten, in der WLZ—Norm mit der optimalen Ordnung konver-
giert. Dadurch kann im dritten Punkt ein in der Praxis lidngst
angewandter zwelistufiger Algorithmus begriindet werden (win-
dowing).

Auch hier wird am Ende des Kapitels auf einige angrenzende
Problemstellungen eingegangen. Insbesondere wird gezeigt, daB
sich bei Netzverfeinerung i.allg. die Kondition der Matrix
nicht verschlechtert.

(v) Im fiinften Kapitel werden zu den Netzverfeinerungsstrate-
gien Testaufgaben beschrieben und die durchgefithrten Rechnun-
gen ausgewertet. Es zeigt sich, daf die theoretisch bestimm-
ten asymptotischen Konvergenzordnungen schon mit relativ gro-
ben Netzen praktisch nachgewiesen werden kodnnen,

Das zu den Tests verwendete, neu geschaffene Finite-Elemente-
Programmsystem FEMPS3D wird in einer Anlage vorgestellt.

0.2. Diese Arbeit entstand im wesentlichen wahrend meiner
Assistenzzeit an der Sektion Mathematik der Technischen
Universitdt Chemnitz und wurde an der Technischen Hochschule
Zwickau beendet.

An dieser Stelle mdéchte ich ganz herzlich Herrn Doz.
Dr.sc.nat. B, Heinrich fiir die gute Betreuung danken. Mit
seinen Anregungen und durch die kritische Durchsicht aller im
Verlaufe der vier Jahre entstandenen Manuskripte hat er den
Inhalt der vorliegenden Dissertation maBgeblich beeinfluBt.

Besonderer Dank gebithrt auch Frau Prof. Dr.sc.nat. A.-M.
Sandig und Herrn Dr.sc.nat. J. Rofmann, die mir geduldig Fra-
gen zu analytischen Eigenschaften der Losungen der betrachte-
ten Probleme beantworteten.

Weiterhin mochte ich Herrn Dr.rer.nat. M. Jung fir die hilf-
reichen Diskussionen bei der Erstellung des Finite-Elemente-
Programmsystems FEMPS3D und der Auswertung der durchgefiithrten
Testrechnungen danken.

Fiir ihr stets entgegengebrachtes Interesse gilt mein Dank
auch allen anderen Kollegen der Sektion Mathematik, mit denen
ich Detailprobleme diskutiert habe.

Nicht =zuletzt mdchte ich meiner Frau danken, die mich ins-
besondere in der ©Phase des Abfassens der Arbeit sehr
unterstiitzt und viel Verstidndnis aufgebracht hat.



0.3. Konventionen. (i) Der Begriff glatt wird im Sinne von
unendlich oft differenzierbar verwendet. Unter stilickweise
glatt berandet wird verstanden, dafl das Gebiet zu Qmi gehért
und der Rand aus einer endlichen Anzahl glatter Teilflachen
besteht. Damit wird Jjedoch nicht behauptet, dafl gewisse Aus-
sagen mnicht auch unter schwidcheren Voraussetzungen gezeigt
werden kénnen, z.B. fiur ﬁz—glatte Teilflé&dchen.

(ii) Zwei beschrinkte Gebiete GecR" und G'cR" heiBen diffeo-
morph (vgl., [Wloka 1982, 2.3]), wenn eine Abbildung ¥ mit
folgenden drei Eigenschaften existiert:

(a) ¥ ist eine eineindeutige Transformation von G auf G’.

(b) Die F%Pgﬁionen V=P (Xgs e oo sXy)s oo YN=¢N(X1,...,XN)
gehdren zu T (G).

(c) Die Fgﬁ@ﬁ}onen X0 (Fes oo e aFp)s oo 3 Xy=Wn(FrseeeaTy)
gehdren zu T (G7).

{iii) C bedeute eine positive reelle Konstante. Verschiedene
Konstanten werden in der Regel in der Bezeichnung nicht un-
terschieden, was insbesondere bei aufeinanderfolgenden Un-
gleichungen zu beachten ist (vgl.z.B. (vii)).

I.allg. sind die Konstanten vom Gebiet und vom Differential-
operator in der Aufgabenstellung abhédngig, jedoch nicht wvon
der rechten Seite. Nach der Wahl einer Vernetzung ist C ins-
besondere vom Diskretisierungsparameter h unabhangig.

Werden Zahlenkonstanten angegeben, so sind diese im Sinne
expliziter oberer Schranken zu verstehen. Sie sollen unter-
streichen, daBl eine von keinem Parameter abhidngige Konstante
existiert. Jedoch wird nicht der Anspruch erhoben, daB die
angegebene Zahl minimal ist.

(iv) Bei Sobolevrdumen mit einer Summierbarkeit p wird p<w
vorausgesetzt, wenn es nicht anders angegeben ist. Die Un-
gleichung pzl ist also im Sinne p£[l,w) =zu verstehen. Der
Fall p=w wurde nicht betrachtet.

{v) Bei den Mengenrelationen < und > ist der Fall der Mengen-
gleichheit mit eingeschlossen.

(vi) Ein Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen zeigt an, dalB
die Gleichheit im Sinne einer Definition zu verstehen ist.

(vii) Die Tilde ist zu lesen als liegt in der GréBenordnung
von, d.h., awb bedeutet, daB Konstanten C im Sinne von (iii)
existieren, so daf Cagb=<Ca.



0.4. Liste hdufig gleich verwendeter Bezeichnungen und deren
erstes Auftreten.

u exakte Losung der Randwertaufgabe 1.4,
Uy, Finite~-Elemente-Losung l.4.
f rechte Seite der Randwertaufgabe 1.4,
A reelle Zahl, die die Singularitat

charakterisiert 1sids
] Kantenwinkel 1.4,
£, & Abschneidefunktionen 1185
AL e yow ) Bilinearform i
(o) LZ-Skalarprodukt, ggf. Dualitdtsprodukt
€ g s euklidisches Skalarprodukt
aaG Rand eines Gebiets G
I . ;H| Norm im Raum H r iy G
|.;H| eine bestimmte Halbnorm im Raum H 212
G Symbol fiir die Einbettung von Raumen 24143,
=1 5%0%) } Koordinaten 2.2:1
¥=(¥,¥, %)
N Raumdimension (N=3, wenn nicht anders

angegeben)
Q Gebiet, in dem die Randwertaufgabe

betrachtet wird
M auf 89 ausgezeichnete Mannigfaltigkeit
K(g) := {xeQ: dist(x,M)<o} A A |
K(o) r= {xeR°: dist(x,M)<o} 1.3:2
h Diskretisierungsparameter B 2uuiBia
M Netzgraduierungsparameter 3242
Vh,th Finite-Elemente—-Raume 3.2.6.
My, Interpolationsoperator 32 Tw



1. Einfiithrung

1.1. Randwertaufgaben mit Ldsungssingularitaten

1,1.1. Die Analysis der Finite-Elemente-Methode geht gewdhn-
lich von der Annahme aus, dafl die Losung eines gegebenen Pro-
blems genligend glatt ist (z.B. [Ciarlet 1978, KXap. 3.2.]
[OranecsH /Pyxoreuy 1979, §3.2]). Elliptische Randwertaufgaben
2. Ordnung, wie z.B.

- Au = f in @
u =20 auf 49

werden h#dufig im Raumpaar (ﬁzﬁ(g),Lz(Q)) betrachtet, d.h.,
eine rechte Seite aus Lz(Q) wird durch den inversen Operator
auf eine Losung aus WZE(Q) abgebildet. (Die Definition der
Raume wird in Kapitel 2.1. angegeben.) Jedoch miissen hiufig

Probleme behandelt werden, deren Losung nicht im gesamten Ge-
biet diese Forderungen erfillt:

1.1.2. Beispiele. Zundchst sollen einige Beispiele von Rand-
wertaufgaben iiber zweidimensionalen Gebieten angegeben wer-
den. In diesen entstehen Lodsungen der Form

(]}
u=Lu’ +w
cf
ciy . Ay
u, = E;(t;) ; ¥50 T @ (e;)
Dabei wurde der allgemeinste Fall, bei dem zusidtzlich loga-
rithmische Singularitaten auftreten konnen, nicht beriicksich-
tigt. Es bedeuten
den regulidren Ldosungsanteil,

u, die singularen Losungsanteile, .

J den laufenden Index filir die verschiedenen singulédren
Punkte Pj,

(Iﬁ,@j) Polarkoordinaten mit dem Ursprung in Py,

fj(.) eine unendlich glatte Abschneidefunktion

(.fj-(rj)=l fir OSI‘J'S%QJE, E’;'J-(rj)‘—*o fir I‘]'ZQJ',
=P ist dabei eine hinreichend kleine Zahl,
so daB im Kreis {x : dist(x,Pj)SQj}

kein weiterer singulérer Punkt liegt.),

X reelle Zahlen ("Spannungsintensitidtskoeffizienten"),
KLi positive reelle Eigenwerte zugeordneter Sturm-

Liouville-Probleme ("Singularitdtenexponenten”") und
@j(@j) die zugehorigen Eigenfunktionen.

(i) Wahrend z.B. das in 1.1.1. genannte Poissonproblem in
konvexen oder glattberandeten Gebieten Q flir alle rechten
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Seiten aus LZ(Q) in WLE(Q) lésbar ist,

fiilhren Ecken mit einem Innenwinkel w1

(vgl. Abb. 1.1) zu singuldrem Verhalten

in der L&sung, selbst wenn die rechte P
Seite unendlich glatt wire. Die singuléa-

ren Anteile bestehen hier nur aus einem

Summanden

B R n L
ug = §lry) oy ;7 sinhgpy, Ny = B
j

Die Lésung ist in W'%() fir a<min{r,)
2 !
Z,p s
ZW (Q) fir p EEEY W) enthalten e

(vgl. [Kufner/Sdndig 19873, $1] [Konaparber

1967] [OranHecsiH et al. 1974, §5.21]

[Strang/Fix 1973 §8.1] [Orawecsin/PyxoBewy
1979, §6.11). Abb.1.1

(ii) Beim gemischten Randwertproblem,
Z.B.

- Au = f in Q

u =20 auf ry
du
a=0 auf FZ

entstehen Singularitidten in der Umgebung
der Punkte P, und P,, in denen der Typ
i il — der Randbedingungen wechselt, falls der
Abb. 1.2 zugehorige Innenwinkel wj>%n ist.

; ¢
Im Fall %n(wj<§rz gilt us"

) As . . ALY
= fj(rj)gjijSlnkj@j mit hj = 2

w.
Ist Jjedoch wj>%n, so besteht der singulédre Lasungsaiteil
sogar aus 2 Summanden:
p z Aig L in gn
uS = Ej(rj)zb*;;a r; it sink;.@; )\j,lz-w—.- . ?xjjzza_l

i=1 J J
(vgl. [Kufner/Sandig 1987, &2] [Whiteman/Schleicher 1984]
[Grisvard 1976]).

(iii) Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen kon-
nen die Eigenwerte ;\j,i bei Aufgaben mit unstetigen Koeffi-
zienten ("Interfaceproblemen"), =z.B.

= 8.2 AUZ = f in 92 R_
du du
u1=u2,a1-a—r-1-1—=a2%2 auf T, D
R S
+ Randbedingungen Abb, 1.3

i.allg. nicht explizit angegeben werden; sie sind positive
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reelle Losungen einer transzendenten Gleichung (vgl. z.B.
[Dobrowolski 1981, §3] [Oravecsn et al. 1974, §5.4] [Strang/
Fix 1973, §8.1] [OranecsiH/Pyxoseu 1979, §6.11).

1.1.3. Wahrend die Eigenschaften und die Struktur der Losung
fiir Randwertaufgaben lber zweidimensionalen Gebieten auch fiir
allgemeinere Differentialoperatoren, als hier angegeben, in
der Literatur recht umfassend untersucht sind, ist die Theo-
rie fir dreidimensionale Probleme noch nicht so weit ent-
wickelt. Das ist maBgeblich der groBeren Vielfalt der Aufga-
ben geschuldet. So konnen allein die Randsingularitidten in 3
gualitativ unterschiedliche Gruppen eingeteilt werden: die
konischen Punkte, die Kanten und die Polyederecken. Die Fiille
der dazu bereits erschienenen Arbeiten (vgl. z.B. [Grisvard
1985] [Kufner/Sandig 1987] [RoBmann 1988] [von Petersdorff/
Stephan 1988] und die dort zitierte Literatur) ist Ausgangs-
punkt fiir die Untersuchungen der numerischen Analysis. Fir
die vorliegende Dissertation wichtige Ergebnisse werden im
Kapitel 1.4. dargelegt.

1.2. Notwendigkeit angepaBBter FEM-Strategien

1.2.1. Verallgemeinerte Lésung. Ausgangspunkt flir die Finite-
Elemente-Metheode ist nicht die klassische Formulierung einer
Randwertaufgabe (wie z.B, in 1.1.1.), sondern deren verallge-
meinerte Formulierung.

1,2 .
Definition: Sei ¥, := {veW ' (Q) =0}, dann heiBt ueV,

Y| a9
verallgemeinerte (schwache) Losung des Poisson-Problems aus
1.1.1., wenn

[ Vu-Vv dx = [ fv dx YveV,.

§2 L7
1.2.2, FEM-Lésung. Ersetzt man in der verallgemeinerten For-
mulierung VO durch einen geeigneten endlichdimensionalen Raum
voh (genaue Definition in Kapitel 3.2.), wobeil Voh E;g VO, S0

erhalt man die Finite-Elemente-Ldsung uhevoh. Es gilt:

sj; Vuhvvh d = g; fvh de Vvhevoh.

1.2.3. Erwartungsgemidf} verkleinert sich der Fehler u-v; mit
grofler werdender Raumdimension. Aufgaben mit Losungen aus dem
Raum Waz(Q) (z.B. 1.2.1., wenn 2 ein konvexes Gebiet ist)
erlauben filir Standard-Finite-Elemente-Techniken mit linearen
Ansatzfunktionen Fehlerabschidtzungen der Form

| umuns W) |

” u-uy ; Lz(Q) H

IA

ch || £; Ly(e) |
ch’| £; Ly(2) |

IA

(vgl. z.B. [Ciarlet 1978, Kap. 3.2]). Dabei ist h eine typi-
sche Elemg&tgréﬁe, die Dimension von voh liegt in der GroéBen-
ordnung h , N=dim(Q).
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1.2.4., Da die in 1.1. betrachteten Aufgaben i.allg. jedoch
Lésungen besitzen, die nicht zu le(ﬂ), sondern nur zu
wﬁﬁi(ﬁ) (6<h) gehdren, konnte auch nur eine geringere
Approximationsordnung nachgewiesen werden:

| u-ug; wh% () H

1A

ch' || £; Ly(e) | fiir N=2

[Oranecsn /Pyxoeey 1979, Kap. 6]

Y200

IA

H A—e

| u-uy; W ch” ~ | £; Ly(e) | ¥e>o fiir N=3

[Kufner/Sandig 1987, &§17]
Der Verlust an Genauigkeit ist nicht in der Beweistechnik be-
grindet; man kann die Existenz von Aufgaben zeigen, fiir die

| u-uy; W) | 2 cn’

(fir N=2 vgl. [Oravmscsii et al. 1974, Einleitung zu Kap.5]
[Oranecsiv/Pyxogeuw 1979, $6.1]1, fir N=3 vgl. 4.1.7.(iv)).
Wegen der praktischen Bedeutung der Singularitidten haben sich
in den letzten Jahren viele Autoren damit beschaftigt, spe-
zielle FEM-Strategien zu entwickeln, fiir die es gelingt, die
gleiche Approximationsordnung wie fiur glatte Ldsungen nachzu-
weisen (vgl.1.2.3.).

1.3. Uberblick iiber angepaBte FEM-Strategien

1.3.1. Aus der Vielzahl der in der Literatur bekannten FEM-
Strategien zur Behandlung von Randwertproblemen mit L&sungs-
singularitdten lber zweidimensionalen Gebieten sollen im fol-
genden zweli der verbreitetsten kurz wvorgestellt werden. Ohne
Anspruch auf Vollstandigkeit werden im AnschluB weitere Tech-
niken genannt. Am SchluB des Kapitels wird die Literatur =zu
dreidimensionalen Problemen zusammengefalt.

Es wird versucht, die Vor- und Nachteile der Methoden anzuge-
ben. Vergleiche erweisen sich jedoch als sehr schwierig und
sind auch in der Literatur kaum zu finden. Numerische Tests
verschiedener Methoden an ein—- und derselben Aufgabe findet
man selten [Strang/Fix 1973, Kap. 8.4] [Dobrowolski 1981].
Nicht oder nur subjektiv beantwortet ist die Frage nach Ver-
gleichskriterien. Moéglicherweise kann man flir jede beliebige
Methode ein Kriterium finden, das die Uberlegenheit dieser
gegeniliber allen anderen zeigt.

In den letzten Jahren wiachst die Anzahl der Arbeiten, die
sich der Singularitdtenproblematik mit angepaBten Randele-
mentmethoden widmen (vgl. [von Petersdorff 1989] und die dort
zitierte Literatur). Auch Arbeiten zur Integralbilanzmethode
{box method) mit spezieller Beriicksichtigung der Singulari-
taten gibt es [Meisel 1990]. Diese sollen jedoch hier nicht
weiter ausgefuhrt werden.
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1.,3.2. Aufnehmen der Singularitdtenfunktionen in Ansatz- und
Testraum. (i) Die Grundidee dieser Methode besteht darin, den
Finite-Elemthe—Raum Voh um einige der Singularitdtenfunktio-
nen fj(fjhUJJ@iWU) (vgl. 1.1.) =zu erweitern. Erstmals
1961 von Babufka vorgeschlagen und von Fix 1969 analysiert
[Dobrowolski 1981, S.9], wird diese Methode in der Literatur
als "Fix method" [Stephan/Whiteman 1988], "Singular function
method (SFM)" [Dobrowolski 19811, "augmenting technique"
[Whiteman 1987] oder "aAAMTHBHOE BHASJEHHE OCOBEHHOCTH "
[OranecssH et al. 1974, §5.3] [OranecsiH/PyxoBeu 1979, §6.3]
bezeichnet. Mit einem relativ unkomplizierten Beweis erhidlt
man optimale Fehlerabschidtzungen wie in 1.2.3. [Strang/Fix
1973, §8.2, §8.3] [OramecsiH et al. 1974, §5.3] [OranecsH/
Pyxopeu 1979, §6.31.

(ii) Probleme. Als schwierig kann sich die Bestimmung der
ALi fiir kompliziertere Aufgaben erweisen. Gegebenenfalls
kénnen deshalb nur Ndherungen der Singuladrfunktionen verwen-
det werden.

Weiterhin ist ein hdherer Programmieraufwand nétig, zum ei-
nen, da auBer den Standard-FEM-Funktionen noch die singuléaren
Funktionen bendtigt werden, zum anderen, da die herkdmmlichen
Quadraturformeln zur Berechnung der Elemente der Steifig-
keitsmatrix und der rechten Seite bei singuldren Funktionen
an Genauigkeit verlieren. Hier miissen verbesserte Algorithmen
genutzt werden (vgl. [OraHecsiH et al. 1974, §5.3] [Stephan/
Whiteman 19881).

Ein drittes Problem ist die Invertierung der Steifigkeits-
matrix K;, weil diese infolge der Approximation der Singulédr-
funktionen durch die stilickweise linearen Ansatzfunktionen
schlecht konditioniert ist: cond K, = O(hfﬁﬁa) [OradecaHn et
al. 1974, §5.3].

(iii) Erweiterungen. Leider konvergieren die Koeffizienten
vor den singuldren Funktionen nur langsam, in speziellen Fal-
len iiberhaupt nicht, gegen die Spannungsintensititsfaktoren
(z.B. [Dobrowolski 1981, §§9-11]). Letztere haben aber =z.B.
in der Bruchmechanik groBe Bedeutung. Man hat 2 Mdglichkei-
ten. Entweder bestimmt man diese im Anschluf aus der Nihe-
rungsldsung (vgl. [Dobrowolski 1985] [Wigley 1987]) oder man
verwendet die Methode mit den dualen Singuldrfunktionen
("dual singular function method") [Blum/Dobrowolski 1980]
[Dobrowolski 1981]. Die Idee besteht darin, den Raum der
Ansatzfunktionen (fiir uh) mit den singudren Funktionen
fj(qﬂxvhﬁ@iwaj, den Raum der Testfunktionggvl(fﬁr V)
jedoch mit den dualen Funktionen £;(r;)r;7®;(p;) zu
erweitern. Mit diesem Galerkin-Petrov-Verfahren werden gute
Ndherungen fiir die Spannungsintensitidtsfaktoren erhalten.
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1.3.3. Netzverfeinerungstechniken. (i) Es ist einleuchtend,
daPB Netzverfeinerungen in der Umgebung der Singularitidt zur
Losungsverbesserung fiithren kodnnen. Empirische Elementhalbie-
rungen haben sich jedoch bald als zu aufwendig erwiesen
[Strang/Fix 1973, Kap. 8.4]. Eine systematische Untersuchung
hat zu 2 Typen von Techniken gefiihrt, den adaptiven und den
a-priori-Graduierungen.

(ii) Adaptive Verfeinerung. Die Rechnung startet mit einem
gleichméfigen Netz. Lokale Fehlerschiatzer geben an, welche
Elemente geteilt werden miissen, und die Rechnung beginnt von
vorn. Numerische Beispiele zeigen, daB dieser Zugang sehr
effektiv ist (vgl. [Guerra/Becker 1976] [Babufka/Rheinboldt
1978] u.a.). Von einigen Autoren wurde diese Technik mit
Multigridideen verknipft (vgl. [Whiteman 1987] und die dort
zitierte Literatur).

(iii) A-priori-Graduierung. Das Ziel dieser Methode ist, das
Netz schon vor dem Start der FEM-Rechnung so zu verfeinern,
dafl die optimalen Fehlerabschatzungen 1.2.3. erhalten werden.
Folgende Idee erlaubt die Umsetzung dieser Zielstellung: In
der Umgebung der Singularitat werden die Koordinaten so
transformiert, daB die Losung u beziglich des neuen Systems
keine Singularitidt mehr besitzt, also mit gleichmiaBigem Netz
optimal approximierbar ist. Auf dieses gleichmiBige Netz wird
nun die Ricktransformation angewandt [OranecsH/Pyxopeu 1968].
Es zeigt sich, daB man das Netz auch ohne Ausfiihrung dieser
Transformation beschreiben kann und daB Abschitzungen wie in
1.2.3. nachweisbar sind [Raugel 1978] [Oranecsu/Pyxoseu 1979,
§6.4] [Fritzsch/Oswald 1986]. Nach dem gleichen Prinzip, je-
doch wesentlich stdrker verfeinert, werden Netze fiir optimale
Fehlerabschdtzungen in der Maximumnorm konstruiert [Schatz/
Wahlbin 1979].

(iv) Bewertung. Der entscheidende Vorteil bei allen Netz-
verfeinerungstechniken ist, daff zur Realisierung nur eine
Schiatzung der kleinsten Singularitdtenexponenten KLi’ nicht
aber eine genaue Losungsdarstellung bekannt sein muB.

Bei der a-priori-Graduierung konnen im Gegensatz zu den vor-
her beschriebenen Methoden herkémmliche FEM-Programme genutzt
werden. Die Schwierigkeit wurde zur Netzgenerierung hin ver-
lagert, aber auch hierzu sind Algorithmen bekannt [Raugel
1978] [Waraypor 1989, §2.7] [Fritzsch 1989].

Die Verfeinerung kann so gewahlt werden, daB die Zahl der
Stiitzstellen asymptotisch in der gleichen Ordnung wie bei
nicht verfeinerten Netzen liegt [Raugel 1978] [Orauecsin/
Pyxosey 1979, §6.4] [Fritzsch 1989].
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Die Kondition der Steifigkeitsmatrix verschlechtert sich
asymptotisch im Vergleich zZu regulidren Aufgaben nicht
[Oranecsan/Pyxoeey 1979, 8§6.417.

(v) Bemerkung. Bei der analytischen Untersuchung der Netz-
verfeinerungstechniken sind nur die Eigenschaften des
betrachteten Netzes wesentlich, nicht die Herkunft. D.h., es
ist unerheblich, c¢b es aus einem gleichmédfigen Netz durch das
Einfligen zusatzlicher Knoten oder durch Umverteilung der
vorhandenen Knoten (Anderung der Koordinaten der Knotenpunkte
bei gleichbleibender Topologie) gewonnen wurde. Diese Fragen
spielen nur bei der rechentechnischen Umsetzung eine Rolle.

1.3.4. Weitere Techniken. (i) Singulire Elemente. Durch die
Einfihrung spezieller finiter Elemente in der Umgebung der
Singularitiat, die z.B. mehr bzw. uniiblich angeordnete Knoten
oder andere Ansatzfunktionen besitzen, konnte eine signifi-
kante Erhohung der Genauigkeit, z.T. aber nicht der Konver-
genzrate, erzielt werden (vgl. [Whiteman/Schleicher 1984]
[Whiteman 1987] [Michavila 1987] [Stephan/Whiteman 1988] und
die dort gzitierte Literatur).

(ii) Fenstertechniken (windowing). Von Ingenieuren verwendet,
aber theoretisch nur wenig durchdrungen sind Strategien, bei
denen man mit einer Rechnung 1{iber einem gleichmifligen Netz
startet und dann die L&ésung in einem oder mehreren Schritten
in dimmer kleiner werdenden Umgebungen der Singularitit
{"Fenstern") verbessert (vgl. auch 4.3. und 4.4.4.) [Guerra/
Becker 1976] [OranecsiH/Pyxoeey 1979, §6.61].

(iii) Die p-Methode. Untersucht wird die Abhangigkeit des
Fehlers vom Polynomgrad p der Ansatzfunktionen bei fixiertem
Netz:

[ w-wfsce™|u]

Gliinstig fiir hohes ¢ sind gute Glattheitseigenschaften von u,
d.h., sowohl die rechte Seite als auch der Rand des Gebiets @
missen hinreichend glatt sein. Die Fehleranalysis findet man
bei Dorr [1984].

Diese Untersuchungen sind in [Dorr 1986] auf den Fall wvon
Polygon- und Polyedergebieten erwe1tert worden: Ist A der

kle{nste Singularitatenexponent uéW i LL(Q) ¥£>0) und
(2), wobei die natiirliche Zahl k22x-1 ist, dann gilt
1,2 —Za+e lke,2
| u - uy; W) | < cop | &5 W) |.

Vergleicht man diese Methode mit der Standard-FEM (h-Version)
bezliglich der Anzahl der Freiheitsgrade n, so ist sie im

Vorteil: | w = v W% (2) I cn "t

1A

IA

gegeniiber u o = W WLZ(Q) ” cn 2,
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Nachteilig sind Jjedoch die relativ voll besetzte Steifig-
keitsmatrix und, daB sie zur Gebietserfassung bei Nicht-
polygongebieten ungeeignet ist.

(iv) Die h-p-Version. Die gleichzeitige Erhdhung der Element-
anzahl und des Polynomgrades der Ansatzfunktionen wurde im
eindimensionalen Fall fiir X -Singularitdten in [Gui/Babuska
1986] untersucht. Es ist gelungen, die Existenz von Verfahren
mit exponentieller Konvergenz zu zeigen,

—ogid

c
1 e ;

1,2
| w - wys W) | <Cn
und Strategien vorzuschlagen, die fast optimal sind. Es wird
vermutet, analoge Ergebnisse auch im Mehrdimensionalen errei-
chen zu kdnnen.

(v) Hybride Methoden. Unter hybriden Methoden wird die Kombi-
nation unterschiedlicher Algorithmen verstanden. Z.B. teilen
Li und Bui [1988a,b] das Gebiet in 2 Subgebiete; in dem die
Singularitdt enthaltenden Teilgebiet wird ein Ritz-Galerkin-
Verfahren mit einer abgebrochenen Folge von Singularitdten-
funktionen und im Restgebiet die Finite-Elemente-Methode ver-
wendet. Dieses Verfahren ist nicht konform an der die beiden
Teilgebiete trennenden Linie und kdnnte auch als veridnderte
Singulidrfunktionenmethode betrachtet werden.

1.3.5. Dreidimensionale Aufgaben., (i) Viele der bisher
beschriebenen Methoden werden auch im Dreidimensionalen schon
lange genutzt. In den meisten Fiallen konnte jedoch noch kein
Konvergenzbeweis erbracht werden. Die Ursachen liegen zum
einen in der noch nicht so vollstdndigen analytischen Durch-
dringung dreidimensionaler Aufgaben, aber auch in qualitativ
neuen Problemen in der FEM-Fehleranalysis: Z.B. gelten die
Einbettungssiatze in anderer Form, und bei Kanten sind die
Spannungsintensitidtskoeffizienten keine Zahlen, sondern Funk-
tionen.

(ii) Die Singulédrfunktionenmethode. Aus letztgenanntem Grund
ist der Konvergenzbeweis filir die Singuldrfunktionenmethode
komplizierter, da die Koeffizientenfunktion angendhert werden
muB [Stephan/Whiteman 1988]. Diese Schwierigkeit tritt zwar
bei (Polyeder-)Eckensingularitdten nicht auf, jedoch sind
hier die singuldren Funktionen nur in Spezialfdllen exakt be-
kannt [Walden/Kellogg 1977]. I.allg. muB man die Singularita-
tenexponenten numerisch bestimmen [Beagles/Whiteman 1985] und
das Verfahren mit nicht exakten singuldren Funktionen anwen-
den [Beagles/Whiteman 1986].

Die Schwierigkeiten bei der Implementation sind mit dem zwei-
dimensionalen Fall vergleichbar [Stephan/Whiteman 1988].
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(iii) Netzverfeinerung. Fiir Polyedergebiete findet man
Interpolationsfehleraussagen tiUber verfeinerten Netzen in
[Fritzsch/Oswald 1987] und [Fritzsch 1989], allerdings werden
die Beziige =zu Randwertaufgaben nur andeutungsweise her-
gestellt. In der vorliegenden Dissertation werden Verfeine-
rungsstrategien fir 3 Klassen von Randwertaufgaben, die in
1.4. beschrieben werden, begrindet.

(iv) Die gekoppelte Fourier-Finite-Elemente-Methode. Zusitz-
lich zu den bisher vorgestellten Methoden hat man im Spezial-
fall einer Randwertaufgabe iliber rotationssymmetrischem Gebiet
die Moglichkeit, das dreidimensionale Problem durch partielle
Fourieranalyse bezliglich des Rotationswinkels in eine Folge
entkoppelter zweidimensionaler Randwertaufgaben iiber der
Meridianebene zu iiberfiihren. Eine endliche Anzahl dieser Auf-
gaben filir die Koeffizienten der Fourierreihe wird mit einer
Finite-Elemente-Methode, =z.B. mit Netzverfeinerung, geldst.
Mittels partieller Fouriersynthese erhdlt man dann eine
Ndherungslosung des Ausgangsproblems. Aber auch in diesem
Fall ist die Fehleranalysis noch nicht abgeschlossen (vgl.
z.B. [Heinrich/Fischer 1989] [Heinrich 1990a,bl).

1.4. Drei spezielle Klassen von Randwertaufgaben

In diesem Kapitel werdemn 3 Klassen von Randwertaufgaben
charakterisiert, auf die in den folgenden Kapiteln fast aus-
schlieflich bezug genommen wird., Die Existenz und Eindeutig-
keit der Losung der formulierten Probleme wird in Kapitel
2.3. gezeigt.

Dirichletproblem filir Gebiete mit Kanten ohne Ecken

1.4.1. Ein spezielles Dirichletproblem. Betrachtet werde zu-
nidchst das homogene Dirichletproblem filir den Laplaceoperator

-Au = f in @, fel,(Q)
u 0 auf 4Q ¢
iber einem Gebiet Q, das als Vereinigung
zweier verschieden groBer Kreiszylinder

1

dargestellt werden kann (Abb. 1.4,) und

somit eine 270°-Kante M besitzt. Die ! M
verallgemeinerte L&ésung besitzt die in = —7——
1.4.2. beschriebenen Eigenschaften [S&n- Abb. 1.4.

dig 1990, 2.4].

Dieses Problem ist sehr speziell, stand jedoch stets im Hin-
tergrund der Uberlegungen.

Die Definition der Funktionalridume erfolgt in Kap. 2.1.
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1.4.2. Ldsungseigenschaften. Es gilt ¥=>0:

2,2
u € Vl—hw(g )

lu; VEZ (@) s cl£; Ly(e)]|

Dabei ist A€(%,1) eine reelle Zahl.

1.4.3. Ein allgmeines Dirichletproblem.
Gesucht ist ueVo is {veWLZ(Q): v=0 auf dR}, so daB

a(u,v) = (f,v) VVEVO

3 du av
wobei a(u,v) := ( a;;(x) 5— m— + ay(x)u(x)v(x)|dx
fi=t Ix; 9%, K

(f,v) := f(x)v(x)dx

V&= Q==

Dabei sei fel,(Q), aj;elo(Q) (i,5=1..3), agely(R), ay(x)20
fast iiberall in Q. Die Matrix au(x) sei fir fast alle xe@
symmetrisch und positiv definit:

3 d 2 3 0
E 1aij(x)yiyj 2 }‘“min(x),zlyi Vyeﬂi’ ’ >\mi:'z.(x)Z?\;rm'n)o
i, J= i=

Das Gebiet QCRB sei zusammenhi@ngend und beschrinkt, die Ober-
flache 82 sei stiickweise glatt.

1.4.4. Die betrachteten Dirichletprobleme. Aus der in 1.4.3.

beschriebenen Problemklasse werden diejenigen betrachtet, de-
ren Lésung die Eigenschaften 1.4.2. besitzt.

Weiterhin wird vorausgesetzt, daB das Gebiet @ einander nicht
schneidende Kanten besitzt, wobei zu jedem Punkt %, der auf
einer Kante liegt, eine Umgebung U(x) existiert, so daB
2NU(x) diffeomorph zu einem Dieder D

D = xR, X = {(yvs§)=(rcosp,rsin@)emz: 0<r<ow, 0<e<w}

bzw. zu einem Teil Dn{yemazly1<g} davon ist.

Da die Singularitiat eine lokale Eigenschaft der Lésung ist,
genligt es, genau eine Kante mit iiberstumpfen Innenwinkel zu
betrachten. Sie wird mit M bezeichnet.

1.4.5. Bemerkung. Offenbar ist die betrachtete Aufgabenklasse
wesentlich allgemeiner als das spezielle Problem 1.4.1. Sie
liberstreicht zumindest die Klasse aller Probleme 1.4.3. mit
in der Umgebung der Kante M konstanten Koeffizienten iiber Ge-
bieten, deren Kante M konstanten Innenwinkel besitzen [S#indig
1990, 2.4].

Eine weitere Verallgemeinerung der Klasse der behandelten Ge-
biete wird in Kapitel 3.6. betrachtet.
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1.4.6. Das approximierende Problem. Ersetzt man in 1.4.3. den
Raum Vo durch einen geeigneten endlichdimensionalen Raum th
(genaue Definition in 3.2.6.), wobei Vo,z;;gv0 (limitierte

Vollstdndigkeit der Familie V), so erhdlt man das (Galer-
kin-)Finite-Elemente-Problem:

Gesucht ist uﬁevoh, so daB a(u,vy)=(f,vy) Vvhevoh.

Betrachtet werden alle derartigen Aufgaben mit der Einschrian-
kung 1.4.4.

Kantenprobleme mit natiirlichen Randbedingungen.
1,2
1.4.7. Ein allgemeines Problem. Gesucht ist ue¥:=W'"(Q),

so daB a(u,v) = (f,v) ¥veV, wobei

a(u,v):=f[ }3: a,;j(x)g—u al+a°(x)u(x)v(x) dx + [e(x)u(x)v(x)dr
2\, j=1 x; 0% 852

(£,v):=] £(x)v(x)dx
2

Dabei sei fel,(2), a;;ela(2) (i,j=1..3),
apelo (), 6(x)el,(82), ay(x)20 in @, 6(x)20 auf 49,
mes{xeQ: a,(x)2a,>0} + mes{xedQ: 6(x)26,>0} > 0.

Die Matrix aw(x) sei fiur fast alle x€Q symmetrisch und posi-
tiv definit:

3 3 2 3 0
E 1aa‘j(x)yzyj > ;'«\m.i,l(%).ﬂlyE YyeR™, Apun (%) 20000
i,J= i=
Das Gebiet QCRa sei zusammenhdngend und beschréankt, die Ober-
flache 8Q sei stiickweise glatt.

1.4.8. Die betrachteten Probleme mit natiirlichen Randbedin-
gungen, Aus der in 1.4.7. beschriebenen Problemklasse werden
diejenigen betrachtet, fir die gilt:

(i) Q besitzt die Eigenschaften wie in 1.4.4.

(ii) Die Losung u besitzt die folgenden Eigenschaften:

u(x) = ug(x) + wix) mit  u(x) = £(r)rd(p)x(x),
TH2Z0) fir a<h, weW (), erf’z(sz), 5C”10,01,
ueW??(95) (95 = {xeQ: dist(x,M)>d>0}),

53 W) + v W@ = © |3 Ly,

wobei ueW
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Dabei sind

r,& ... Polarkoordinaten senkrecht zur Kante M

£(.) ... glatte Abschneidefunktion (vgl. Kap. 1.1.2.)

x¥(.) ... Koeffizientenfunktion

$(.) ... Eigenfunktion eines Sturm-Liouville-Problems, das

von der Geometrie des Gebiets & und vom Differen-
tialoperator, Jjedoch nicht von der rechten Seite f

abhangt
A ++. reelle Zahl, %$<A<1l, Eigenwert des o.g. Problems
w +++ (nicht notwendig konstanter) Offnungswinkel der Kante

u, und w werden als singulédrer bzw. reguldrer Anteil der L&-
sung bezeichnet,

1.4.9. Bemerkung. Die in 1.4.8. beschriebene Problemklasse
ist nicht leer. Gilt =z.B. aw(x)=§w (Kronecker-Symbol) und
betrachten wir Q@ wie in 1.4.1., so hat die Ldsung alle gefor-
derten Eigenschaften [RoBmann 1990]. Auch hier sei auf Kap.
3.6. verwiesen, in dem die Klasse der Gebiete erweitert wird.

1.4.10. Das approximierende Problem. Analog zu 1.4.6. ersetze
man in 1.4.7. V durch Vh (genaue Definition in 3.2.6.).
Gesucht ist uhevh, so daB a(ug,vy)=(f,vy) Vvhevﬁ.

Das Dirichletproblem fiir Polyvedergebiete.

1.4.11. Die betrachteten Probleme. Betrachtet werden Dirich-
letprobleme 1.4.3. iliber Polyedergebieten (mit ebenen Randflia-
chen und ohne Risse), deren L8sung u im Raum Viﬁ(ﬁ)ﬂC(ﬁ)
liegt, wobei gilt:

2,2
Jus Vaa(@)| = clle; La(a)],
b,c[0,%) Yec® und agt 3 b,e[0,%) Vqe8.
{e:q €8}
Dabei bezeichnen ¥ die Menge der Ecken (corners) und % die

2
Menge der Kanten (edges). Die Definition des Raumes Vz&(ﬂ)
erfolgt in 2.1.2.(1iii).

1.4.12. Das approximierende Problem. Analog zu 1.4.6., wird in
der Aufgabenstellung 1.4.3. der Raum Vo durch den endlich-
dimensionalen Raum voh (definiert in 3.5.4.) ersetzt.
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1.5. Ergebnisse

1.5.1. Der Schwerpunkt der vorliegenden Dissertation liegt in
der Begriindung effektiver Varianten der Finite-Elemente-
Methode fiir Randwertaufgaben, deren Lésung Singularitdten be-
sitzen. Dabei werden nur Finite-Elemente-Rdume mit linearen
Ansatzfunktionen betrachtet.

(i) Netzverfeinerung. Es wurden fiir die Kantenprobleme 1.4.4,
/1.4.6, und 1.4.8./1.4.10. mit einem Parameter u£(0,1] ge-
steuerte Netze untersucht, fiir die gilt:

hywhr, “, falls r,>0 bzw. hwh”, falls r,=0.

Dabei bezeichne A ein beliebiges Element der Vernetzung, Ty
dessen Abstand zur Kante M und h, dessen Durchmesser. Fiir die
Losungen u der beiden betrachteten Probleme wurden mit Hilfe
des Interpolationsoperators approximierende Funktionen vhevoh
(bzw. Vh) konstruiert, fiir die die folgenden Fehlerabschiat-
zungen gezeligt werden konnten:

s ch|f; Ly(a)| fir M<A

lu-vas W(@)] < { ch® T ey Ly(e)|  fur per
ch’ | £; Ly(2)]| £ir M<E(1+0)
lu-vg; Ly(@)| = { CpitrAT e su 125 Ly(e) fir m2i(140)

Dabei sind £ eine beliebig kleine positive reelle Zahl und h
der globale Diskretisierungsparameter. Mit Hilfe des Lemmas
von Ced und der Methode von Nitsche konnen daraus Abschiatzun-
gen fir die Differenz zwischen der exakten Losung u und der
Finite-Elemente-~L&sung u; gewonnen werden:

'y - Ch|f; L() flir M<h
”u“uh; w’ (9)" 3 { Ch(;\_e}fﬂ ”f; LZ(Q)” P ,1'\-’52}\-
ch” | £; L,(2)| Fir m<h
lu-uy; Ly(@)] < { L AR T L(2)] fir w2

Zu bemerken ist dabei, daB die Anzahl de% Elemente in der
Vernetzung fiir >3 in der GrdBenordnung h liegt, d.h., es
tritt keine Erhdhung gegeniiber unverfeinerten Netzen ein.

Ahnliche Aussagen konnen fiir das Problem im Polyedergebiet
1.4.11./1.4.12. getroffen werden; hier sind zusdtzlich Ecken-
singularitédten zu behandeln,

(ii) Unverfeinerte Netze. Aus den unter (i) beschriebenen
Abschidtzungen folgt, daB fir den Fehler im unverfeinerten
Netz (p=1) die folgende Ungleichung erfiillt ist:

A—g

lu-u,; W) < b5 Lye).
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Es gelingt zum einen, die Optimalitidt dieser Fehlerabschiat-
zung in dem Sinne zu zeigen, daBl man in der betrachteten
Klasse Aufgaben finden kann, filir die gilt:

lu-u,; WY%(2)| 2 cn’.

Andererseits erweist es sich, daBl die verminderte Approxima-
tionsordnung nur durch die lokale Singularitidt bedingt ist.
Fiir Teilgebiete Q_, die die Kante nicht enthalten, kann man
die folgende Abschéatzung beweisen:

| s

lu-us; W2 )| < chl£; Ly(e)

(iii) Fenstertechnik., Mit Hilfe des in (ii) formulierten
Resultats filir Teilgebiete 1ist es mdglich, eine schon in
1.3.4.(ii1) angedeutete zweistufige Fenstertechnik auch fir
den dreidimensionalen Fall mathematisch zu begriinden:

Man 16st zunidchst das Finite-Elemente-Problem im Gesamtgebiet
tiber einem unverfeinerten Netz und verbessert dann die Nadhe-
rungsldsung, indem man ein zweites Problem iiber einem verfei-
nerten Netz lokal in der Umgebung der Kante 16st. Die fehlen-
den Randbedingungen werden mit Hilfe der Ldsung des ersten
Schritts generiert.

Fiar die so bestimmte Ndherungsldsung u,; gilt:

lu-wy; W) < chl£; Ly(e)

(iv) Testrechnungen. Es wurden anhand von drei Randwertpro-
blemen zahlreiche Testrechnungen durchgefithrt. Bei der Aufga-
benstellung wurde Wert darauf gelegt, daB die Lésungen keine
wesentlich besseren Eigenschaften besitzen, als sie fiir den
Beweis der Fehlerabschidtzungen vorausgesetzt wurden.

Rechnungen mit verschiedenen Schrittweiten gestatteten eine
Schidtzung der Approximationsordnung. Die Ergebnisse bestdti-
gen die theoretisch gezeigten asyvmptotischen Werte bereits
bei relativ grober Schrittweite.

Durch die Tests mit jeweils 9 verschieden stark verfeinerten
Netzen wurden Erfahrungen beziiglich der Wahl des Netzsteuer-
parameters M gesammelt. Dabei zeigte sich, daB es glnstig
ist, starker als unbedingt fir die optimale Konvergenzordnung
notwendig zu verfeinern. Mann sollte also M nicht zu nahe an
A widhlen (vgl. die Fehlerabschitzungen in (i)).

(v) Kondition der Steifigkeitsmatrix. Es konnte gezeigt
werden, dafl die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix bei
verfeinerten Netzen in der Ordnung HQ liegt, falls fiir den
Parameter u>% gilt. D.h., die Kondition verschlechtert sich
gegeniiber unverfeinerten Netzen nicht.
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(vi) Anisotrope Elemente. Aufbauend auf Ideen von Dobrowolski
[1989b], fiihrte die Untersuchung von Simplexelementen, deren
Ausdehnung in verschiedenen Richtungen von unterschiedlicher
GroBenordnung ist, zu neuen lokalen Interpolationsfehler-
abschatzungen.

Fiir Slmplexelemente A mit N achsenparallelen Kanten konnten
fir alle veW (A) die folgenden Ungleichungen gezeigt wer-
den:

N 4
fve WYP A
|v-Nv; W (A)| = ctfx)w_}g:lhJ "axiaxj’ L, ()]
falls N=2 oder p>2 und
Z

bl gt Lo(a)l

_ N
Iv-Nv; Ly(A)| = ¢(A) (hyhyhy)’¥™® T hh
i,Jj=1
fiir beliebige p,qe[1l,w).

Dabei sind [1 der Operator der (affin) linearen Interpolation,
h, (i=1..N) die Ausdehnung von A in Richtung der Koordinaten-
achsen und Ne{2,3} die Raumdimension.

Fiir den globalen Interpolationsfehler bei anisotroper Vernet-
zung in der Umgebung von Kanten steht allerdings eine
Abschitzung noch aus.

1.5.2. Beweistechniken. Der Grundgedanke der globalen Inter-
polationsfehlerabschidtzungen besteht in der Summation der
lokal {iber den einzelnen Elementen abgeschitzten Fehler. Fiir
Elemente A, die einen leeren Durchschnitt mit der Ecke/Kante
haben, kann bei den betrachteten Aufgaben ausgenutzt werden,
daB die Lésung dort reguldr, d.h., in W= (ﬁ) ist. Die ibri-
gen Elemente miissen gesondert behandelt werden, und hier un-
terscheiden sich auch die Autoren: Grisvard [1985, Kap.8.4.],
Sandig [1990] und Fritzsch [1989, Kap. 3.3.] nutzen dabei die
Zugehorigkeit der Lésung zu gewichteten Sobolevriumen,
wahrend von Kufner und S&andig [1987, 817] gewdhnliche Sobo-
levrdume mit einer Summierbarkeit p¥2 genutzt werden,

In der vorliegenden Arbeit wird eine weitere Beweistechnik
vorgestellt. Die Idee ist der Monographie von Orasecsii und
Pyxoseu [1979, §2.4] entnommen und wurde hier vom Zwei- ins
Dreidimensionale und auf den Fall graduierter Netze iibertra-
gen. Sie besteht darin, die Losungsfunktion vor der Inter-
polation gzundchst zu mitteln und damit ihre Glattheit =zu
erhohen. Dieser Zugang ist auch fir die Approximationsfehler-
untersuchung unstetiger W (Q) Funktionen durchfithrbar und
unterscheidet sich von der in [Fritzsch 1989] fiir unstetige
Losungen vorgeschlagenen Quasiinterpolation.
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Damit wurde ein Weg aufgezeigt, die Netzgraduierung im Drei-
dimensionalen auch fir Singularitdtenexponenten A<%, wie sie
bei gemischten Randbedingungen und Interface-Problemen auf-
treten kénnen, zu begriinden. Diese Probleme werden jedoch in
der Arbeit nicht behandelt.

1.5.3. Die weitgehende Beschrénkung auf Kantensingularitdten
mag zwar zundchst als Vereinfachung erscheinen, sie schlieft
jedoch ein, daBB das Gebiet f gekriimmte Riénder besitzt und
somit nicht exakt mit Simplizes vernetzbar ist. In dieser
Auseinandersetzung mit der Randapproximation, die bei konfor-
men Finite-Elemente-Methoden differenziert fiir wesentliche
und natiirliche Randbedingungen betrachtet werden muB, liegt
einer der Unterschiede zur Arbeit von Fritzsch [1989].

Wahrend noch vor wenigen Jahren konstatiert werden muBte, daB
Netzverfeinerungstechniken im Dreidimensionalen zwar angewen-
det werden, aber noch nicht begriindet werden konnten [White-
man 1987] (vgl. auch 1.3.5.), sind nun zusammen mit der
Arbeit von Fritzsch [1989] wesentliche Beitriige geleistet.
Vermutlich wirft die Fehlerabschitzung fiir weitere Klassen
von Randwertaufgaben keine neuen Probleme auf. Gedacht ist
dabei zundchst an Konusgebiete und allgemeinere Randbedingun-
gen bei Aufgaben iiber Polyedergebieten.

Bedeutsam scheinen die Abschiétzungen fiir Elemente, deren
Inkugeldurchmesser schneller als der Umkugeldurchmesser gegen
Null geht. Moéglicherweise ist damit die Voraussetzung ge-
schaffen, sich der Untersuchung anisotroper Vernetzungen er-
folgreich zuzuwenden.
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2. Analytische Grundlagen

2.1. Funktionalriume und Einbettungssitze

2.1.1, Grundlegende Bezeichnungen. In diesem Kapitel sei u(x)
eine Funktion, die {iber einem (offenen, zusammenhingenden)
Gebiet 2¢cR" definiert ist. Der Rand 9Q sei aus g d.h., er
kann 1lokal durch eine Lipschitz-stetige Funktion in N-1
Variablen beschrieben werden.

Cf1+. S +0!N

m=(aw...,aﬁ) sei ein Multiindex und Ddu yi= "ﬁw“——*“ﬁ* be-
axl . e -axN

zeichne die entsprechende Ableitung von u im Sinne der
Distributionen.

2.1.2. Funktionalriume. (i) RBume stetiger Funktionen. Es
bezeichnen G({J) den Raum der auf {J stetigen Funktionen und
Cw(ﬁ) den Raum der beliebig oft iiber { (klassisch) differen-
zierbaren Funktionen. Weiterhin werden definiert (vgl. [Kuf-
ner/S&ndig 1987, Kap. 0.5.]):

C?(Q) 1= {uecm(ﬁ}: suppu < 2}
Cr(2) := {ueC®(@): suppunM =2}
Dabei ist M zundchst eine beliebige Teilmenge von 4Q.

In C(0) wird wie iiblich die Maximumnorm verwendet.

(ii) Klassische Sobolevriume. Fiir 1Sp<w sei

o \UP
Lp(ﬂ) v {ulee)ys | LP(Q)":=[£|u(x)|(ix} <

und L.o(2) := {u(x): |u; Lo(2)]

Fiir 1<p<w und kel sei

1
WP (o) = {u(x)= s W (@) o= T JI"uColPax] ”’@}

ek $2

:= <
sugggﬂu(xﬂ w0}

(iii) Sobolevriume mit Gewicht. Sei M eine Teilmenge von &Q
und r=r(x)=dist(x,M), dann werden folgende Riume fiir keN und
1<p<w definiert [Kufner/Sandig 1987, Kap 0.]:

k, p
WHP(Q) v {u(x "u, kp(g)" [ o .frpﬂun(x)Fdx) <m}

Xl k $2

VEP(Q) ist die Vervollsténdigung von Cﬁ(g) beziiglich der

. i/p
0{|é

In Polyedergebieten wird der Raum Vi:g(ﬂ) benétigt. Es be-
zeichnen ¥ die Menge der Eckpunkte (corners), & die Menge der
Kanten (edges) und M die Vereinigungsmenge aller Ecken und
Kanten. Weiterhin seien r,=r,(x)=dist(x,e), ec¥, Qq=Qq(x)=
dist(x,q), qa€¥ und wie immer r=r(x)=dist(x,M). SchlieBlich
seien a=0%)“e und é=(b,),.» Vektoren reeller Zahlen, k eine
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natiirliche Zahl und p21 elne reelle Zahl. V (9) wird dann
als Vervollstidndisgung von C (Q) beziiglich der Norm

v b dod-k> 1
Jus Va2 ()| : = (gnee N Bl ar Y.
{e:qeB} lod & k
definiert [Magbsa/llnameneBcku#sm 1983al.

(iv) Halbnormen. Als Halbnormen werden stets die Normanteile
mit den héchsten partiellen Ahleitungen betrachtet:

Ip
It w"’p(m|;=L L Jp%utx) o]
o=k 2

wi WP@)] = Jus ViP(@)] o= [ B ffuelar)
lx=k §2

(v) Sobolev-Slobodezkij-Raume. Sobolev-Slobodezkij—Raume (mit
Gewicht) W&p(ﬂ), ij(Q) und Vjp(g) sind eine Verallgemei-
nerung der Sobolev-Ridume (mit Gewicht), d.h., sie stimmen fiir
s=kelN mit diesen iiberein. Fiir s=k+6, keN, 6¢(0,1), pell,w),
wird definiert [RoBmann 1988, Kap.l]:

WP () := {u(x): fu; WP(R)] :=

of o p
[Hu; WEP ()P + z I H>UNx)~DNf(3)IdxdyJup o }
=k 92 |-y ©

lexl=

@ o= {utrs s WP @] -

P
t= ["u; WE’P(Q)”P z IJ( 1dl))meD u(x)-D" u(y)| dxdy}ljp - }

N+pe
|q|k Ix |

3,:={%e£2: dist(x,p)<3r(y)}

V?p(g) ist die Vervollstdndigung von Cﬁ(Q) beziiglich der Norm

”u; Vi’p(9)|:=[ J'- plu- S+Io:’I)ID (x)lpdx +
e k& 2
#(2) D™ u(z) - (1) D% u ()P vp
J~J~ (" (2)D u(x) §+(3)D u(y)l dxdy]
o=k 98 |-y ?
(vi) Bemerkung. Es konnen auch gewichtete Sobolev-(Slobodez-

kij-)Raume mit allgemeinerer Gewichtsfunktion definiert wer-
den. Deren Anwendungsgebiet liegt jedoch mehr bei Randwert-
aufgaben mit "nichtregulidren" Koeffizienten und rechten Sei-
ten [Kufner/Siandig 1987, Teil II].

2.1.3. Einbettungssitze. (i) Definition. Fiir 2 Banachriume X
und Y bezeichnet XgY die stetige Einbettung von X in Y, d.h.,

XcY und 3C>0 VueX [u; Y| = C [u; X|.

C ist i.allg. vom Gebiet abhangig.
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(ii) Satz. Ist N<pl, dann Whp(ﬂ) S Ci).
[Smirnow 1988, Kap.117]

(iii) Satz. Es gilt fiir p,a,s,teR, k,lelN:

WP(2) g L,(2)  fir p21, kp<N, 1/q=1/p-k/N
" [NeGas 1967, 2.3.4.]
WP (2) ¢ L,(2)  fiir p21, kp=N, 1Sq<w [Nedas 1967, 2.3.4.]

WP (2) ¢ WYP(Q) fir tss [Wloka 1982, §1.6]
Ws@(g) G W&q(Q) fiir p2q (folgt aus Holder-Ungleichung)
WP (0) ¢ W9 (o) fiir 1<p<m, 0s1<k, 1/p-(k-1)/N<1/q<l
[Gajewski et al. 1974, §2.1]
(iv) Satz. Sei m=dimM. Es gilt fiir p,q,s,t,Mm,AeR, kelN:
pr(g) S Vﬁjm(ﬂ) (folgt direkt aus der Definition)
pr(ﬂ) G V?p(g) fiir <A [Kufner/Sindig 1987, 0.10.]

Vt’p(ﬂ) S V];’q(ﬁ) fiir p2q, p+(N-m)/p<A-(N-m)/q
i 0 _ [Kufner/Sandig 1987, 0.10.]
W,P(2) ¢ W )R(Q) fiir wk¥(N-m)/p [Kufner/Sindig 1987, 0.11.]
[Edmunds et al. 1985]
WP () ¢ WP(2) fir s>t, s-u=t-A, A>-2/p, N=3, m=l
[RoBmann 1988, Kap. 1.]
ij(Q) G W?p(g) fiir msA (folgt aus Beschrédnktheit ven fku)

V?p(ﬂ) G Wim(ﬂ) (folgt aus Beschranktheit von r fiir a>0)

Wip(ﬂ) G Vim(ﬂ) fiir pu-s>-2/p oder u<-2/p
[RoBmann 1988, Kap. 1.]

2.1.4., Drei Hilfssdtze. Es gilt fir N=3, m=1l:

(i) Lemma. Wenn uerm(Q), dann.xﬁueV:ii(Q)
[RoBmann 1988, Kap 1.1.]

(ii) Lemma. Wenn ueWiz(Q), 0<A<1, dann rueW™ % (9) Ve>o0.

Beweis. [Sandig 1989]: Mit Hilfe der Einbettungen 2.1.3.(iv)
und Hilfssatz (i) erhdlt man

ng;wh»gﬂgﬂls %m“ N?kgﬂQ)HSIBHEu;ngQHQ)"
s ¢ Jus V@) < ¢ Jus W)
< ¢ Jus WiZ(@)] < ¢ |us W) 5

(iii) Lemma. Seien x,6Q ein beliebiger Punkt, R=dist(xy,M)
dessen Abstand zu M und B=B(X,,3R) eine Kugel mit dem Mittel-
punkt x, und dem Radius 32R. Dann gilt unter der Voraussetzung
kp>N und 20 fiir alle geV,F(B):

- Je—p—N k,
lg; CB = cR™P|g; VP (m)].
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Beweis (vgl. [Fritzsch 1989, Kap. 3.3.]). Infolge der fiir
kp>N giiltigen Einbettung Vip(B)qum(B)qu@(B)qC(E) ist g
eine auf B stetige Funktion. Sie wgrd auf_gie Einheitskugel
B, transformiert, die Einbettung W $(B)§C(B) ausgenutzt und
rucktransformiert. Man erhdlt folgende Ungleichung:

=, k =
le; CRIP < c(m) L RN g5 WP(B) P
=0

Da der Abstand r eines beliebigen Punktes x%£B zu M in der
GroBenordnung R liegt, folgt

L, (le—1—u fu—=le+ly o
|g; WP(B)|® < c” I rf n|0%g|Fax.
£ jexl=1
In die obige Gleichung eingesetzt, erhidlt man die Behauptung.®

2.1.5. Bemerkung. Einige Autoren verwenden andere gewichtete
Raume. Konaparber [1977] verwendet z.B. einen Raum mit der
Norm

= p-20e-lonly o 2 z) 3
full := [ L% ) fax + lus Loo))?) 2,
lejorjek 2
k,2 ) ) .
der Jjedoch fiir u20 in “u; Wum(ﬂ)” stetig eéngebettet ist
(folgt unmittelbar aus der Beschranktheit von r flir £€>0).

2.1.6. Spursitze. (i) Begzeichnung. Seien Mc[l eine m-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit und X(.) und Y(.) Banachrdume. Falls
fiir eine Funktion u£X(2) ein eindeutig bestimmter, stetiger,
linearer Spurcperator R:X(Q)—Y(M) existiert, so daB fur alle
usl (J) die Beziehung ﬁuzuiM erfiillt ist, dann soll im fol-
genden das gleiche Symbol wie bei der Einbettung in 2.1.3.
verwendet werden:

Y(Q) 6 X(M)

(ii) Satz. Fiir k,1leN, k21, p,q¢R, p,q21 gilt:

WP(2) 5 L,(92)  fir kp<N, asp(N-1)/(N-kp)
. [Kufner et al., 1977, 6.4
W (2) ¢ Ly(ée) fir kpzN [Kufner et al. 1977, 6.4.

K, L .
WP () ¢ W'I(M) fir 1<pq, 1<k-N/p+m/q, 1<msN
[Kufner et al. 1977, 8.1.]

(iii) Satz. Fir p,s,tcRk, prl, s>0, 1<m<N, t=s-(N-m)/p>0 gilt:

-" t) L

W () ¢ WP(M) fur pse [Kufner et al. 1977, 8.3.]
. i, .

WP (o) ¢ WP (M) fir pr2, t&l [Kufner et al. 1977, 8.3.]

(iv) Bemerkung. Die dritte Aussage in (ii) enthidlt fir m=N
einen Einbettungssatz.
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2.2. Koordinatensysteme und -transformation

2.2.1. (¥4.¥5,¥3). (i) In 1.4.4. wurden bereits eine Mannig-
faltigkeit M definiert und Forderungen an das Gebiet g
gestellt. Dadurch ist es méglich, eine endliche Uberdeckung
{U;};,e; von @ mit folgenden Eigenschaften zu betrachten (vgl.
[Kufner/Sandig 1987, §26.11):

* Wenn U;NM=2, dann ist U; ein glatt berandetes oder/und kon-
vexes Gebiet. (Das bedeutet, U; darf auch Ecken und Kanten
besitzen, allerdings nur solche, die nicht zu Loésungssingu-
laritaten fiihren.)

Wenn U,NM#*%, dann ist U; diffeomorph zu einem beschrankten
Teil eines Dieders D;.

In D; wird ein Koordinatensystem (¥13¥2,¥3) eingefiihrt, so daB
I%={(yi,yz,y3)=(rcosp,rsin@,f)ER : 0<r<w, 0<p<w;, —<f<wn}

(ii) Weiterhin wird eine Zerlegung der Eins entsprechend der
in (i) gewdahlten Uberdeckung betrachtet. Es ist nun méglich,
Gebietsintegrale iiber Q in eine Summe von Integralen iiber die
U; zu zerlegen, diese einzeln abzuschédtzen und wieder zu
einem Integral zusammenzufiigen. Bei der Abschédtzung der
Integrale iiber U; mit U;NM#*% wird h#ufig eine Transformation
in die Koordinaten (y,,¥;,¥3) und zuriick genutzt.

Wenn keine MiBverstandnisse entstehen kdonnen, wird der Ein-
fachheit halber die Beschreibung des Zerlegens und Zusammen-—
fligens weggelassen.

(iii) Aus der Voraussetzung des Diffeomorphismus zwischen U
und D; folgt die Existenz einer Konstanten C, so daB fir be-
liebige Multiindizes a=(oy,0;,03)

alcxl alotl
_&E" < C und _&x‘ < C,
oy ax

und somit sind auch die Jacobischen Funktionaldeterminanten
8(yy,¥2,¥3) und 9(xy,%5,%3)
8 (xy,%y,%3) d(¥y1:¥2153)

beschrankt (vgl. auch [Wloka 1982, §2.3]1).

2.2.2, Zylinderkoordinaten. Fiir den iUbergang zu Zylinder-
koordinaten (yy,¥;,¥3)= (rcosp,rsing,{) gilt:

dr 62r

ay,; dy; 9y,

_o%p
ayiayj

op
8y;

a(yl ' Y2 ;Ya)
a(r,p,0)

(i,j=1,2)(Beweis durch Nachrechnen).

r

=r und 3C>0: =C,

<C
2

==,
r
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2.3. Randwertaufgaben. Existenz und Eindeutigkeit der Lé&sung.

2.3.1, Satz (Lax/Milgram). §ei H ein Hilbertraum und f ein
Element des dualen Raums H . Sei weiter a(.,.):HxH—R eine
Bilinearform, fiir die gilt:

la(u,v)| = ¢ |u; H| [v; H| Yu,veH (Beschrinktheit)
a(u,u) 2 C |u; H"z YueH (Elliptizitat)
Dann existiert genau ein Element ueH, so daB

a(u,v) = (f,v) YveH.
Der Satz ist z.B. in [Ciarlet 1978, §1.1.1] bewiesen.

2.3.2. Folgerung. Die allgemeinen Probleme 1.4.3. und 1.4.7.
besitzen eine eindeutige Losung ueVo bzw. V.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Satz 2.3.1., indem
man die Voraussetzungen priift. Flir 1.4.3. ist das in [Ciarlet
1978, 81.1.2] ausgefiihrt. Analog behandelt man 1.4.7., nur
bendétigt man hier die Poincaré-Ungleichung in der Form

lus W) 1® < ¢ (Jus W) | %+ Jlus Lycep)|*+ Jlus Ly(rp)|®),

wobei Q,¢Q, TI;cdQ, mesQr+mesl7z>0 und C=C(N,2,2;,7). Diese
Ungleichung folgt unmittelbar aus Lemma 1.36 in [Gajewski et
al., 1974, §2.1] (vgl. auch 3.1.8.(iii)). [}

2.3.3. Folgerung. Die approximierenden Probleme 1.4.6.,
1.4.10. und 1.4.12, besitzen eine eindeutige Lésung.

Beweis. Voh und Vh sind endlichdimensionale Unterridume von Vo
bzw. V. (Die Menge der auf @ eingeschrankten Funktionen aus
Vh wird mit Vh identifigiert.) Der Nachweis der Beschriankt-
heit und Elliptizitdt der Bilinearform beziiglich der Unter-
rdume erfolgt wie in 2.3.2. B

2.4. Fortsetzung von Funktionen iliber den Rand hinaus

2.4.1, Definition. Seien G ein Gebiet, G,>G ein umfassenderes
Gebiet, H(G) ein Funktionenraum iiber G und geH(G) eine belie-
bige Funktion. Dann heifit g,=Fg Fortsetzung von G auf G,
wenn gilt:

(i) Fg ¢ H(G,)
(ii) (Fg)(x) = g(x) VxeG
Gilt zusédtzlich
(iii) 3c: |Fe; H(G)| = ¢ [g; H(G)],

dann soll Fg als beschridnkte Fortsetzung bezeichnet werden.
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2.4.2. Fir H(G)=Ck(§) ist die TFortsetzung in Arbeiten von
Whitney und Hestenes behandelt [Michlin 1976, §2.2]. Dieser
Zugang ist auch fir die klassischen Sobolevrdume in dem Sinne
anwendbar, daB Fg beschriankte W”p—Fortsetzung von g 1ist,
wenn sie ( -Fortsetzung ist (vgl. [Oraunecsu/Pyxoesey 1979,
81.3]). Fir W" ist auch ein allgemeineres Resultat von Cal-
deron bekannt; hier wird die Sobolevsche Integraldarstellung
ausgenutzt [Michlin 1976, 82.2].

Resultate flir die Fortsetzung von Funktionen aus Sobolevrau-
men mit Gewicht wurden nur in einem Artikel von KoHApaTbher
[1977] gefunden. Dort werden Jjedoch in &duBerst knapper Dar-
stellung andere gewichtete Raume iiber Diedergebieten betrach-
tet. Deshalb soll in diesem Kapitel der klassische Zugang
nach Whitney und Hestenes, angewandt auf die in 2.1.2.(iii)
eingefiithrten Sobolevrdume mit Gewicht, ausfithrlich studiert
werden.

2,.4.3. (i) Lemma. Ist ffffff;ffijil:; Fa
D =k{(Y13Y2sY3)€[Rk: Y2>0}s ' ’
gewu'p(D) oder V#'p(D),ka,
1<p<w, MeR beliebig, und sind 4
AN;y 1=0..k, die Losungen des HT N A A 8 S A S .
Gleichungssystems ?1
L L. ¥ .l
(“‘1);\.1 + (—E) }\.2 + .. + (—m) ?\k+1 = 1, 1=0. .k, (2.1)
dann ist die Funktion
g(Y1:Y2sY3) fir y,>0
Fig(yys¥2:¥3) = 4 k+t . (2.2)
Erglyy,—52,v5) flir y,<0
-1 1 d

beschrankte Fortsetzung von g beziliglich dieser Raume.

(ii) Bemerkung. Die Ldsung des Gleichungssystems (2.1)
existiert und ist eindeutig, da die Systemdeterminante eine
Vandermondesche Determinante fiir k+l paarweise verschiedene
Zahlen und somit nicht Null ist [Oramsecsiu/Pyxoeey 1979, §1.3].

(iii) Beweis. Die Konstanten Kl wurden so gewahlt, daB bei
k1

v;=0 die Funktionen g und E)qg(y“-%;,ya) bis zu den Ablei-
l=1

tungen der Ordnung k iUbereinstimmen. Bleibt die Existenz ei-
ner Konstanten C zu zeigen, so daf

[Fiss WP @] < ¢ [=; W

k,
p ()]

L

Der Beweis fiir die V-Riume ist dann analog.
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Sei a=(0y,0,,083) ein Multiindex, 0<lal<k, wund DC=R3\D. Durch
Einsetzen von (2.2) und Anwenden der Hoélder-Ungleichung
(Summenform) fiir den Ausdruck innerhalb der Betragsstriche
erhdalt man:

e, U o
|Fig; WP 00 |P = [ 2D Relay
i
k+d P
u - Y2 1 o
= I rr Er‘\gD g(Yg_; 1 :Yg)(" ) 2 dy
e 1=1
\‘l* p1k+1 p 1 v )
< J *‘“[(kﬂ Ekl )Z‘WD g(y1,~f,y3)lp}dy
Dﬂ
- 1 % L P i .
= (k)™ Ez" ] 2|0 (v1:-22,73) " dy (3)
pc
In jedem Summanden wird nun —%3 = ¥y substituiert. Mit
U 2u 2 22 M U 2 2 .3
= (Fva) PP = (vl 7)) 3 < max{1,1""} (vi+75,)*" folgt:
fLrKPHJ g(yl,—iw,yg)|pdy
D B .
@ B .
< max{1,1F}-1 [r PlDug(YlsJ"z’gsy'g)'deidyZ‘ngg (dd)
D

1o,
Setzt man nun (jj) in (J) ein und addiert |g; W;yp(D)
erhdlt man

| Fygs WLQI'p(Rg)lp < Gy |&r WSPD)|F,

‘ e max{l,l’i‘p}\} .
Durch Aufsummieren iiber alle @ mit 0%|a|€k erhdlt man die Be-
hauptung. E

wobei Gy = (k+1 )F’“'

ﬁ‘ [:'-j+

(iv) Bemerkung. Der Beweis zeigt, daB die Ungleichung
2.4.1.(ii) nicht nur fiir Normen, sondern auch fiir Halbnormen
gilt.

(v) Bemerkung. DaB r der Abstand zur y;-Achse ist, ist nicht
wesentlich fiir den Beweis. Wire r der Abstand zur y,;-Achse,
bliebe der Beweis v6llig analog. Ware r der Abstand zur
v,-Achse, so fiele lediglich die Konstante max{l,lﬂp} weg.

g

2.4.4. Lemma. Ist D = {(yl’YZ’EB ER ¥y
¥ w P (D) Ve

Y,,¥;>0} und geW," " (D) oder (D),

k=N, 1<p<w, meR beliebig, dann kann g

auf B~ beschriankt fortgesetzt werden.

Beweis. Analog (2.1), (2.2) kann g zu- Pl 8 Fog
ndchst iuber die iyz,y3)—Ebene hinaus
auf {(y;,¥2,¥3)eR : y,>0} fortgesetzt
werden. Damit wird das Problem auf den in 2.4.3. behandelten
Fall zuriickgefiihrt.




32

2.4.5, Lemma. Ist D = {(yi,yz,ya)ema _
¥5,>0 oder y,;<0} wund gEWt'p(D) oder ,i §

Vi’p(D), kelN, 1<p<w, meR beliebig,
dann kann g auf R~ beschriankt fortge-
setzt werden.

Beweis. Sei D1={(y1,y2,y3)eﬁs: ¥,<0}. Es wird
eine Funktion gi(yi’VZ!Ya) konstruiert durch EDJ_E%
- Einschrénkung von g auf D, s .
- Fortsetzung dieser Einschrankung auf R ana- S 2 §1

log 2.4.3. £
Es gilt: g,=g in D (i)
und legs BRY)| s ¢ |lgs H(DYI < ¢ lg; H(D) (ii)
(H sei einer der R&aume Wt'p oder Vk ¥4 PR 7Y
Sei D2={(y1,y2,y3)eR3: y,>0}. Es wird eine ;Dﬁﬁfflfff;t
Funktion g,(y,,¥2,¥3) konstruiert durch l ﬁi
- Einschrénkung von g,-g auf D,
- Fortsetzung dieser Einschriankung auf R analog 2.4.3.
Es gilt: g,-g=0 in D;ND,, folglich g,=0 in D, (iidi)
und |g;; H(R™)[ < C [ gy H(D)]

< C (Jlg; H(DY)| + [y H(D)|) 2 C |g; H(D)| (iv)

Folglich ist F,g:=g;-8, Fortsetzung von g auf R®:
- F,g ist in R® definiert.
- (ii) und (iv) sichern die gewilinschte Normabschiatzung.
- Es gilt F;g=g in D, denn

- in D, ist g;-g,=g wegen (i) und (iii).

- in D\D, gilt g,=g,-g und somit Fg=g,-(g,-8)=g. ]

2.4.6. Lemma. Ist D ein Dieder mit ei- . . 7 f.y? EAr A
nem Of fnungswinkel ®w und ist gew 'p(D) fififififif2f352£;f
oder V 'p(D), dann kann g auf R be- ;f;Dgf;f;f;;f’;’f“;’
schrankt fortgesetzt werden. P

Beweis, (i) Ist w=m, so ist mit Lemma,f;'3=;f
2.4.3. alles gezeigt. %

(ii) Ist w<m, so wird D mit der linearen Abbildung
Yi=y1tycote,  ¥33¥a  Y3=V3

auf einen Dieder D’ mit Innenwinkel 2n transformiert. Die

mittransformierte Funktion g wird auf Ra fortgesetzt (vgl.

2.4.4.) und riicktransformiert.

Die so konstruierte Funktion Fg erfillt alle Bedingungen ei-
ner Fortsetzung gemaB 2.4.1., da die lineare Abbildung unend-
lich glatt ist.

(iii) Ist w>7, so verfiahrt man analog (ii). Man transformiert
auf einen Dieder mit w=2m und verwendet Lemma 2.4.5. |



33

2.4.7., Folgerung., Liegt eine Funktion im Durchschnitt ver-
schiedener (gewichteter) Sobolevraume iliber einem Dieder D, so
kann sie unter Erhaltung aller Raumzugehodrigkeiten auf R~ be-
schrankt fortgesetzt werden.

Beweis. Die Behauptung ist eine Folgerung aus den Lemmata
2.4.3. bis 2.4.6., und der Tatsache, daB die konstruierte
Fortsetzung nur von der betrachteten maximalen Differentia-
tionsordnung abhidngt. [ ]

2.4.8. Die Existenz des Fortsetzungsoperators kann man auch
fiir Polyederecken, in denen 3 Kanten zusammenstoBen, zeigen.

(i) Lemma (Wurfelecke, 3x90°). Ist
G k{(Y13Y21Y3)GIRk Y1:Y2:Y3>0} und
gew (G) oder V (G) kelN, 1<p<eo,
MER beliebig, dann kann g auf R be-
schriankt fortgesetzt werden.

Beweis. Analog 2.4.3. kann g zunidchst iiber die Ebene v3=0
fortgesetzt werden. Damit wird das Problem auf den in 2.4.4.

behandelten Fall zurilickgefiihrt. -]
(ii) Lemma (2x90°, 1x270°). Ist
G= {(yl’YZ ;Y3)EIR (Y1<O Oder Y2>0)s

v3>0} und gew# (G) oder V (G),keN
l§p<m, MeER beliebig, dann kann g auf
R~ beschridnkt fortgesetzt werden.

Beweis. Analog 2.4.3. kann g zunidchst iiber die Ebene v3=0

fortgesetzt werden. Damit wird das Problem auf den in 2.4.5.
behandelten Fall zuriickgefiihrt. [ |

(ii) Lemma 1x90° 2x270° Ist

G={(y,,¥,,¥3)eR ™ : (y,>0 und y2>0) oder
: P

¥3>0} und géw (G) oder V (G), kelN,

1<p<w, meR belleblg, dann kann g auf

R? beschraénkt fortgesetzt werden.

k,

Beweis. Sei G={(y;,¥5:¥3): ¥3<0}. Es wird eine Funktion g1
konstruiert durch

- Einschrankung von g auf Gy

- Fortsetzung dieser Einschrankung auf R analog 2.4.3.

Es gilt: g:=g in G (J)
und lgs; BRI < c g5 m(e)| < |e; H()] (3d)
(H sei einer der R3ume WM’ oder V )



34

Sei Gy={(¥y:¥2:¥3): ¥;>0 und ¥5,>0}. Es wird eine Funktion g,
konstruiert durch

- Einschrénkung von g,-g auf G,

- Fortsetzung dieser Einschréankung auf R analog 2.4.4.

Es gilt: g —g= =0 in GyNG,, folglich g,=0 in Gy (33i)
und "82, H(R )“ = C “gz; H(Gz)"
< C (lgs H(G)| + g H(G)]) = € |lg; H(G)| (3v)

Folglich ist F,g:=g-g, Fortsetzung von g auf RY:
- F;g ist in Ra definiert.
- (jj) und (jv) sichern die gewlinschte Normabschitzung.
- Es gilt F,g=g in G, denn
- in G; ist g,;-g,=g wegen (j) und (jjgj).

- in G\G, gilt g,=g;-g und somit F,g=g,-(8,-8)=8. [ ]

(iv) Lemma (Fichera-Ecke, 3x270°). Ist R
G= {(YirYziya)fR y,>0 oder y,>0 oder IR I
73>0} und geW, 'P(§) oder V, F(a), keN,
1<p<m, meR belleblg, dann kann g auf
R? beschrinkt fortgesetzt werden.

Beweis. Sei G1={(y1,y2,y3): ¥v,>0}. Es wird eine Funktlon g,
konstruiert durch

- Einschrankung von g auf G

- Fortsetzung dieser Einschriankung auf R analog 2.4.3.

Es gilt: . 8,78 in Gy ()

und lgys BRI < C |g; H(Gi)ﬂks C |lg; H(A) (33)
s . . ’ P

(H sei einer der R&aume WM oder V, )

Sei Gy,={(yy,¥;,¥3): ¥,>0}. Es wird eine Funktion g, konstru-
iert durch

- Einschrénkung von g,-g auf G,

- Fortsetzung dieser Einschrénkung auf R analog 2.4.3.

Es gilt: g,-g=0 1n GyNG,, folglich g,=0 in G, (3ijg)
und g3 BB < © Jlgs H(Q)] (3v)

Sei G3={(y,,¥3,¥3): ¥3>0}. Es wird eine Funktion g; konstru-
iert durch

- Einschréankung von g,-g,-g auf Gy

- Fortsetzung dieser Einschridnkung auf R analog 2.4.3.

Es gilt:

(g,-8)-8,=0 in G;NG, (wegen (j) und (jjj)) — g5=0 in Gy (v)
g5=0 in GyNG4 (laut Definition von g,) — g5=0 in G, (vj)
und less HERM < ¢ llg; H(G)] (vij)

Folglich ist F,g:=g;-8,-8; die gesuchte Fortsetzung:

- F;g ist in R* definiert.

- (jj) (jv) und (vjj) sichern die Beschréadnktheit.

- Es gilt F,g=g in G, denn G=GyWG,WGy und
- in & ist F,;g=g wegen (j) (jij) und (v).
- in G, ist F,;g=g,-8,=g,-(g,-8)=g wegen (vj) und Def. von g,.
- in Gy ist F,g=g,-g,-(8,-8,-g)=g laut Definition von gj.
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(v) Folgerung. Ist G ein Gebiet, das von 3 ebenen Fladchen be-
grenzt ist, die paarweise in nicht parallelen Kanten zusam-
menstoBen, und liegt die Funktion g im Durchschnitt verschie-
dener (gewichteter) Sobolevridume iiber G, so kann diese unter
Erhaltung aller Raumzugehdrigkeiten auf R beschrankt fortge-
setzt werden.

Beweis. Durch eine lineare Abbildung kann G auf ein Gebiet G’
transformiert werden, das in einem der Punkte (i) bis (iv)
behandelt wurde. Begziiglich G’ wird fortgesetzt und rilicktrans-
formiert. Die Fortsetzung hidngt nur von der betrachteten ma-
ximalen Differentiationsordnung ab. |

2.4.9. Fogﬁsetzung von ®(.). (i) Die Funktion ®(.) aus 1.4.8.
ist aus C[0,w]. Bendtigt wird jedoch eine Funktion F,®(.)
mit folgenden Eigenschaften:

- FE@(.) ist eine 2m-periodische, iiber R definierte Funktion.
- e (p)=®(p), wenn pel[0,w].
- B e C*(R).

(ii) Satz. Eine Fortsetzung von & im Sinne von (i) existiert.

Beweis. Setzen F®(p)=8(p-2kn) in [2km,2kr+w], k beliebig
ganzzahlig. In den Intervallen [2km+w,2(k+l)n] sei F®(p) ein
Polynom 5.Grades, so daB an den Intervallenden Iﬁ@ bis zur 2.
Ableitung stetig ist. ’ ]

(iii) Bemerkung. Fiir spezielle & kann auch eine trigonometri-
ks
sche Fortsetzung angegeben werden; z.B. wird fir @(@)=sina@

die bendtigte Fortsetzung realisiert durch

&(p) in [0,w]
(F,B) () GO .
(1 25)51n(2ﬂ—w(© w)) in (w,2m)
2.4.10. Fortsetzung von u. Sei u die Funktion mit der

Darstellung und den Eigenschaften 1.4.8. In einigen Kapiteln
wird jedoch eine Fortsetzung Fu auf ein Gebiet Q.00 bend-
tigt (@ wvgl. 1.4.4.). Diese Fortsetzung seili 1in folgendem
Sinne verstanden: Betrachtet werde eine Uberdeckung {U;} von
Q, und eine entsprechende Zerlegung der Eins (vgl. 2.2.1.)
u=L§I(:giu) (nur in © definiert). Sei Fu:=L§IF
wobei F(x;u) wie folgt definiert ist:

1=L§1xi’ (x;u)
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(i) Ist U,cQ, so ist F(xyu):=x;u
(ii) Ist U,NQ=#, so ist F(yxu):=0.
(iii) Ist U;NQ ein Teil eines Dieders, so ist
F(xu) := F(xius?? + Fy(xw)
F(xu,) := E(r)r(l%@)(Fﬁmx)
Im Falle gekrimmter Réander wird U; auf einen Dieder transfor-
miert, fortgesetzt und ricktransformiert.

F; ist der in 2.4.3. bis 2.4.7. beschriebene Fortsetzungs-
operator fir k=2.

Die Fortsetzungseigenschaften sind erhalten: Offenbar ist fir
xeQ (Fu) (% EF;Q x)=i‘é:xxiu(x)=u(x).

. 2,2 i+h-z,2
Die Raumzugehorigkeit wvon Fu zu W14H€(9+) bzw., W

liefert der folgende Satz.

()

2.4.11. Satz. Sei D,={xeR’: dist(x,M)<g}={xeR’: £(r)>0} (g
vgl, 1.1.2.) und 2=0,NQ. Dann gelten folgende Abschétzungen:

| Pu, ; w“““‘**z 2| s ¢ |z WD) Ve
|Fugs Wi (@) = ¢ |x; WD)  Ve»o

Beweis. (i) Mit 2.1.4.(ii) erh&alt man
|Fu,; W WieZ g, o) = |Er )rA(F;_@)(Flg); wi+a—e,2(:ﬁ+)||
[€(x) (B,8) (Fyx)s WP (D,

; : 2
Durch Herausziehen von ¢ wund F,& mit der ('-Norm wund
Verwenden der Beschrédnktheit von F; erh&dlt man die erste der
beiden behaupteten Ungleichungen. o

(ii) Durch Nachrechnen erh#dlt man, daB fir fast alle x&l,
gilt:
2 ) o 2 22 o 2 2an4 2

L (D%Fu,)® 2 ¢ [r DD Fy) +r "L (D Fy)+r  (Fyx)
|ox| 4 2 |of=2 jod=1
wobei C von @ und (iiber ®) vom Differentialoperator abhingt.
Der Beweis erfolgt durch Anwenden der Produktregel, Heraus-
ziehen der Terme mit £ und F§ mit dem Maximum und Anwenden
der Abschétzungen 2.2.2. und r<g:<1l.

{(iii) Zum Beweis der 2. Ungielchung verwendet man Ungleichung

(ii) und Satz 2.1.3.(iv): W )$wzk($ ) fir Ark-1:
2U-a+e)
|Pug; Wis, . (D,) %= [‘ X T (D Fu, ) e
lcele 2
< c J«[ 2(4+¢) T (D Flg)z+rze 3 (DaFlz)errm“ﬁ(Fig)z
jl=2 |og=1

“ F]_Zf ] ‘1+e ) ”
Mit Hilfe von W-7(D,)eWi3(D,) (vgl.2.1.3.(iv)) und der Be-
schranktheit von F; erhdlt man die 2. Ungleichung.
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2.5, Stetigkeitsmodul und Steklov-Mittelung

2.5.1. Bemerkung. Die folgenden Definitionen 2.5.2. und
2.5.4. sind der Monographie von OradnecsiH und PyxoBeu [1979,
8§2.4] entnommen. Die dazugehdrigen Abschidtzungen wurden auf
den dreidimensionalen Fall mit allgemeiner Summierbarkeit p
iibertragen. Bei der Formulierung und beim Beweis wurde darauf
geachtet, daB die Konstanten vom Gebiet unabhidngig sind;
moéglichst wurden sogar explizite obere Schranken fiir diese
angegeben.

2.5.2, Definition. Sei GcR” ein stiickweise glatt berandetes
Gebiet und G,>G ein Gebiet mit dist(daG, 8G )>t. Weiterhin sei
geW m(G) auf G, fortgesetzt. Dann heifit d1e Zahl

wig, t;WP(a)) := supsllg(x+3)~g(x); WP (q)|
FAR

Stetigkeitsmodul der Funktion g.
) k+x,p 3 ;
2.5.3. Lemma. Seien geW (G), kelN, 0sAs<1l, 1<p<w, GcR ein
stlickweise glatt berandetes Gebiet und G >G ein Gebiet mit
dist(8G,8G, )>2t. Dann gilt:

wig,t:WP@) < ¢t |g; Wkﬂ’p(G,,)ll

Dabei ist C nur von A abhdngig. Insbesondere ist C=1 fiir A=1.

Beweis. (i) Zeigen zunichst
|92(x+3)—g’(x): Wk'p(G)| <ct ]g; Wk+h’p(G+)|

fiir 0<A<1 und |g|st. "
Sei @p(z)i=|g(x+z)-g(x); WF(e)|®. Mit Hilfe der Dreiecks-

ungleichung und (a+b)?<2P ' (aP+bP) (folgt aus der HElder-
Ungleichung) erhdlt man

- k, - k,
ox(3) < 2771 | g(erz) —g (xrgry) s WP (G) |P+2P7" | g (rzty) g (x) s WP (@) |P.
Folglich

prlz)dy -t lg(x+3)-g(x+3+y);Wk’p(G)lpd s
ly|a+pa - 1 |a+pz Y
7l <|yl sl 3zl slylslz |
+ 9Pt lg(x+3+y)-g(x);wk’p(G)|p - T % 1
|y|a+p2\ 1 2
a3l =yl =3l

Die linke Seite kann man berechnen:

ey (3)dy

i B e ot
| |3+pA = Cp(z) |4 mit c-ph(4 1)

37l =lyl=|4
Aus |j|st folgt mit Gy=Gu{xeR’: dist(x,0G)<t}
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| g (x+3) =g (+z+y) ; Wk’p(G)l < |g(x)-g(x+y); Wk'p(Go)

Damit kann amn I, wie folgt abschédtzen:

. kP P
r, < ot [ lex)-e(xy); W (Go)[ 4,
| la+ph

lylst

[Pt ID%g (%) -D%g (x+y)|F
3+pa
| 1

docdy
el =k |y|St G

Of _ of 1y |P
2P~ E: J\ J‘|D g(x) Daf;? )Idxdx’ mit y=x’-x.

= 3
lal=k G, G, hx x |

IA

Das Integral I, schdtzt man zundchst mit

8+pa

3+
1 o1 |#+y] (|3I+Iyl) |2l

G+pr F+pa F+pn
8°"F o P

53

Iyl>
|3+y

und dann analog zu I, nach oben ab.
Zusammengefaft erhdlt man
Col(z) Igl-p?‘ < C|s; Wk+?"p(G+)|p fir z:|zst
und damit die Teilbehauptung (i). o

(ii) Zeigen nun |eg(x+z)-g(x); WP(e)| s t |g; W™ (q,)]
V 7: |7st, falls geWL+1’p(G+).

Durch Umformung, Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
der H6lder-Ungleichung erhidlt man

|g(x+z)-g(x); WP(a)|® = L i —D g (% +tz ,%ttz,n+tz)dt|Fdx

=2 G O

T JIf E—D g(xttz)zdtl ax < L f|ﬂvn g(x+tz)||zldt|Pax
iall G 0 i= 1 |q[2 G

s LS fIVDag(x+t3)|pdt 19_1|3]pdx = |z* f ) j'l?Dqg(x+t3)|pdxdt
=l G 0O 0 |x=1l6

1 L+1,
< t° J|a; WP (g,)|Pat, da |7st o
0
(iii) Im Fall A=1 gilt (ii) fiir 05£1<k. Zur p-ten Potenz auf-
summiert, erhdlt man die Behauptung des Lemmas. m]

(iv) Im Fall O0<A<1 summiert man die Ungleichungen (i) und
(ii) fir 021=<k-1 auf und erhilt die Behauptung des Lemmas. m]

(v) Fiir A=0 gilt die Behauptung des Lemmas trivialerweise:
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lg(z+3)-g(x); WEP(G)| s [g(xts) s WF(a)| + [e(x); WF(a)|
<2 |g; WP(a,)| d

2.5.4, Definition. Seien GcR® ein stiickweise glatt berandetes
Gebiet und G,>G ein Gebiet mit dist(8G,0G,)>{3p. Weiterhin
sei geLz(G) auf G, fortgesetzt. Dann heiffit die Funktion

5 1 1 Rte %teo wto

£ (%) = 5oy I 8(x+2)dz = {55y I T I epaz

Q, ¥3-@ %-@ %@

(Steklov-)gemittelte Funktion. Dabei ist ©>0 eine reelle Zahl
und @, := {3eR’: |z]<0, i=1,2,3}.

2.5.5., Lemma, Mittelung und Differentiation sind vertausch-

bar, d.h., unter der Voraussetzung QEWLZ(G+) gilt fiur fast
alle xeG

as® _ ag .o

ax, = (@) -

Zum Beweis der Vertauschbarkeit von Integration und Differen-
tiation vgl. z.B. [Michlin 1978, B81.1].

2.5.6.mVerallgeme%Perte Minkowski-Ungleichung. Seien rzl,
x€GcR" und yeG,cR ', dann gilt:
JHP

P P i/p
(ol lof 12Comlay|Pax] s [ S 12GowPa) Pay,
falls die entsprechenden Integrale existieren [Oranecsi/
Pyxopeuy 1979, Kap. 2.4.2.]. (Diese Ungleichung wird in den
folgenden Beweisen hidufig bendtigt.)

1, ; s ;
2.5.7. Lemma. Seien geW p(G), 1<p<w, G ein stiickweise glatt
berandetes Gebiet, G,>G ein Gebiet mit dist(dG,dG,)>3p,
0<p<l. Weiterhin sei g auf G, fortgesetzt. Dann gilt:

i/p

122 WP (a)| =

d.h., gPeWZP(G).

le: W (a,)],

Beweis. (i) In einem ersten Schritt wird | g°; LP(G)HSHg; LP(G4)"
direkt aus der Definition von ge und durch Anwendung der ver-
allgemeinerten Minkowski-Ungleichung 2.5.6. gezeigt:

0 o1 P ve
Ie%s Lo(e)ll = [ dx| = == [ |[le(x+y)["ax| day
G 8¢ G

Q

Der unterstrichene Ausdruck ist die lw—Norm von g in einem
Gebiet, das durch Verschiebung von G um den Vektor  ent-
steht. Diese 1dBt sich mit |g; LP(G+)H nach oben abschitzen
und aus dem Integral ziehen. O

e
(ii) Es wird gezeigt, daB "E%ﬂ L(a)] =
i

1
s J slx+y)ay
¢ q

3 les Lp(a )|,

i=1,2,3. Falls das Integral existiert, gilt:

L
e
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8
ax, _i f(xt,%,%)dy, = F(X+0,%,%) - £(x-0,%,%)

1

Setzen f(X,%,%) = B f f g(xl,xa+y2,x5+y3)dy3dyz, folglich

Q" -0 -@

6g9

B, = 8Q3 f f [8(%+0,%+Y,,%+y; ) —8 (-0 , % 1Y, s %y +y3 ) 1 dyzdy,

Nun kann man "ggﬂ LP(G)H mit der verallgemeinerten Minkow-
1
ski-Ungleichung, der Dreiecksungleichung und der Minkowski-

Ungleichung abschéatzen:

P 1/p
II s Lp(a)] -[ — f f [ (0, %5+ ¥ Xg*ya) — B%)-0: %+ Y5, %5 y3) 1 Ay Ay dx]
1 b i/p
* %P i_i [g |8 (%10 s 34y, » %5t ) =8 (%70 s Xp*¥5 4 35#y3) | dx} dy;dy;
1 " 1/p & i/p
* % _z _i [[g | gt » %*Y5 » %5+¥3)| d%] +(£ |2(%1m0 s %*¥5 » %5*¥3)| de ]dyade
Analog der letzten SchluBfolgerung in (i) erhdlt man die Be-
hauptung fiir i=1. Die F&dlle i=2 und i=3 zeigt man analog. o
(iii) Aus (i) und (ii) folgt sofort
1, 3
I WP (aI® < 1+ 7) lgs Ly(a))”
0 1,p 4''® P
und mit p«<1 le¥; W™ (a)| = o le; Lp(Gu)"- o

(iv) Indem man in (i) statt ge auch deren Ableitung einsetzt
und die Vertauschbarkeit von Mlttelung und Differentiation
ausnutzt, erhalt man |g°; W'p(G)H < |lg; ’p(G+H| o

(v) Indem man in (ii) statt der ersten die zweiten Ableitun-
gen einsetzt, erhdlt man mit (iv)

P’ 2,p 411p i,p
Ig¥s W (a)| < o le; W (el o

Damit ist alles bewiesen. ]

(vi) Bemerkung. Durch zu (iv) und (v) analoge SchluBfolgerun-
gen kann das Lemma auf RZume mit hdherer Differenzierbarkeit
und mit Hilfe der multiplikativen Ungleichungen (vgl.
[Oranecsin/PyxoBeu 1979, §1.8]1) auf Riume mit gebrochener Dif-
ferenzierbarkeit verallgemeinert werden. Man kann zeigen:

1e8; W™ (a)| = clk,pn) o a; WP(e,)l
(1<p<w, 0sA<1l, kelN beliebig).
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2.5,8, Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.5.7. gilt:
i,
lg-&%; Ly(e)| < 60 w(g,V3a;W"(6))

lg-g°; WP (a)| < 9 w(g,Bo;W"P(a))

Beweis. (i) Vor dem eigentlichen Beweis soll die folgende
Ungleichung bewiesen werden. Falls die jeweiligen Integrale
existieren, gilt:

1/p 3 by 1/p
- (L%'{,“”’“’dﬂ a| s gg(zlya(x,y)[ )

3 yp 3
Bekanntlich gilt fiir R -Normen (Z} bl } E|l%|. Diese
=1 i=1

Ungleichung wird zunadchst verwendet, anschlleﬁena die Minkow-
ski- und die verallgemeinerte Minkowski-Ungleichung:

i/p 3 P i/p
£ 21 aemmanPar)] s [1(E1S amma|) ol
= QQ

GalQ

s}aj[f

P 1/p i/p
LA J ai(x,y)dyl dx] < ¥ J {fla(x y)|pdx} dy

Qp =1 g,
Ganz grob kann man nun den Ausdruck in der eckigen Klammer

vergréBern, indem man §, einfiigt. Die &AuBere Summe ist damit
i=1
einem Faktor 3 &dquivalent. Folglich:

" 1/p 3 5 i/p

[J’ 2 |J a(x,y)dy| dx] <3 [E |2 (%) dx} dy
&6 i=1 Q Q i=1 6

Durch Ubergang zum Supremum im Klammerausdruck erhilt man die

Behauptung. m]

%
(ii) Offenbar gilt: g(x+y)—g(x) = J ig(xﬁzl %ty s % tys ) dzy +
0
b
a a
+ f 3%, 328 (X142, %4y )dz, + -g ag(xi,xz,xaﬂa)d%

0
und ff dz;dy = f yv;dy = 0. Daraus folgt:

o [Eeri-gbd]dy =  J [—g(szi xz*yz=x3+5’3]"a g(dezidy +

Q£ { g(x1 X zz,xfya]l—-g;ég(x)} dz,dy + I { [Tﬁ—%g(ﬁ,%,wza]—‘—?%g(xl dz;dy
Dieser Ausdruck wird nach oben abgeschitzt, indem man von den
eckigen Klammern zu Betrigen iibergeht und die Integrations-
grenzen von (0,y;) auf (-g,p) erweitert. SchlieBlich wird im
i-ten Integral die Integration nach y; ausgefiihrt (der Inte-
grand hdngt nicht von y; ab, folglich entsteht ein Faktor 2p)
und die Parameter z; werden in y, umbenannt (i=1..3). Man er-
hialt:
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3
Je(x+y)-g(x)]ay < 20 L [ |a(x,y)|dy mit
QQ i=1 09
ag(x,y) = a-xgtg(xw)—g(x)}
1
8y (%,y) = %[g(}a,wyzn@wg)-g(xn
ag(x,y) = aa[g(xi,nﬁ,vya)—g(x)]

(iii) Aus der Definition der Mittelung und mit (ii) und (i)
folgt:

i/p
le-g%; L) = — [I | J [g(x+y)—g(x)]dy|pdx]
Q G Qg
20 g 3 o \¥P
< ?BE[I 21 Q{;Ia (x,%)|ay dx] < 29-35339[51 g;lal-(x,y)[ de

Nun wird a; wieder substituiert und die Supremumbildung auf
ein groBeres Gebiet ausgedehnt. Man erhilt

i/p
lg-g°; Ly(a)| s 6g 598, (E fl—[g(x+y) g(x)]lpde
< 6 §1€zae|g(x+y)—g(x); "P(e)],
woraus die erste behauptete Ungleichung folgt. w}

(iv) Fiur die zweite Ungleichung muB man noch den Wi'p(G)—
Halbnormanteil abschdtzen. Dazu verwendet man wieder die
Definition der Mittelung, Lemma 2.5.5. und (i):

P i/p
& i,p
g-g°; W7 (a)| = [E [g(x+ )-g(x)1d dx]
| = (2 |z of axtet ¢
i/p 1
=358 [51 _gl—[g(xw) -g(x) 1P dx ) =35389|g(x+y)-g(x);W"°(G)|
Mit (iii) und g<1 folgt die zweite Ungleichung. [ ]

2.5.9. Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.5.7. gilt:

|85 W (e)| < 97 o™ w(g,V30;W"P(a))

Beweis. Analog den ersten Umformungen in 2.5.7.(ii) gilt fast
liberall:

2
adglé 1 ag ag
9x0x; = 8¢° i -':.f [—t?—%(xﬁg’x?"'yz’:‘%"'yfi)_a_%("l‘é”xz*')’z”fa‘*}’a)]dY3dY2-

Durch Integration, Umformen, Anwenden der Minkowski- und der
verallgemeinerten Minkowski-Ungleichung und Ubergang zum Su-
premum erhidlt man schlieBlich

P i/p

a2 ge
Jos Lo = arls L

ax 270 %, ”‘3"}’33‘&("1 % 1 %) | dypdy,
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i/p
1 ; & dg ag v
+ 8o {é _i _{) [a_:’ﬁ[xl'_@!xg.'—}b!}%tﬁ] [Yia‘{m‘%]:l dy,dy, | dx
1/p
1 ag g i
< ‘. —— ¥, ;
< 3 —ﬂ-z {g ax‘?(}w@ s Kot s KgtY) - 3%1_(541, 5% | dx dy;dys
i/p
1 &8 dg dg, e )
$ o __g ) { -{J—" 7% (50, %tV » Bt ) - a.f}"l’:{z’xﬁ} dr Ay
- i/
1 &6 dg g Py
< 2-—= chy ) ———(x) | dx ndy,
255 4 ‘§Esg{é é@() ) &,\J(") d”jf dyydy;
. 1/p
1 dg P
= — su — (Y ) - ()| d=
g §e 9{?‘; % Y7o }
Das Supremum kann man nach obenzmit dem Sgetigkeitsmodul ab-
el 5% a8
schédtzen. Analog schéatzt man LB und —gji— ab. Durch Auf-
6x26xj Ix38%
summieren folgt die Behauptung. 3

2.6. Abschidtzungen in einem Randstreifen

2
2.6.1. Streifengebiet. (i) Definition. GOCR sei ein Gebiet
mit stlickweise glattem Rand. Als Streifengebiet wird das
Gebiet Gz=G % (0, 5)Cﬁ >0, bezeichnet.

(ii) Lemma. Sei gEWLp(Ga), p>»l, dann gilt
/e i,
lgs Lot < c67F lg; Lo(a)l + o |g; W)

C ist unabhdngig von der GroéBe des Gebiets Gj.

Beweis. Man kann die Behauptung als abgewandelte Poincaré-Un-
gleichung betrachten. Sie soll hier analog [Oranecsid/Pyxoeeu
1979, Kap 1.4.1.] bewiesen werden: Fir fast alle x€G; gilt:

P

&g
g(XgaxgsO) e f (Xl,xz,t)dt

X
lg(x1ﬁ%,x3)lp = ‘

poi o, p-t|P g ?
< |8(xy,%,0)|" + 2 i at(xlﬁ@,t)dt
)
Mit Hilfe der Holder-Ungleichung erhdalt man fir X3Q§:
g p-1 dg
{ at(xlﬂ%, )dt‘ < 4 { gm(Xlﬁ%,t) dt
Mit Hilfe von diesen beiden Abschiatzungen folgt:
P p'iﬁ 2 -4 ¥
le; Lota) ™ <2 ~fcf | 2(x,%,0) | dx + (24) f jxf at(%”%’t) dtdx
o %o
-1 . a
2 lgs Ly(e)I® + 2°76® 1255 Lo(ep)® (%)

3
&H

Daraus folgt sofort die Behauptung. ]
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(iii) Folgerung. Wenn géwhp(G ), p>1, und g=0 auf G,, dann gilt:
5 o]
i, " .
les Ly(e)ll < cd |gs W p(Gﬁ)[ (C wie (ii)).

(iv) Folgerung. Wenn gewk@(Gs), k21, p>»1, dann gilt
k-1, 1 k-1, k,

lgs WP (65)| s cs™® |a; WP (6,)| + o5 |a; WP(gy) |
k-1, 1 k-1, k,

baw. g3 WP (6| < cs¥P lg; WP (a,)|l + o8 |as WOP(ap)|

(C wie (ii)).

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen der entsprechenden Ablei-
tungen in (*) und anschlieBendes Aufsummieren.

2.6.2. Randstreifen. (i) Die Ungleichungen in 2.6.1. gelten
offenbar auch, wenn G; ein Gebiet ist, daf diffeomorph zu ei-
nem Streifengebiet ist., Das ist insbesondere erfiillt, wenn G
ein Gebiet mit glatter Oberfliache und Gg={x€G: dist(x,8G)<d}
ist. In diesem Fall sei Gs; als Randstreifen bezeichnet.

(ii) Kann man ein Gebiet G; als Vereinigung von (nicht not-
wendig durchschnittsfremden) Teilgebieten G; ; i=l... i,
darstellen, die ihrerseits diffeomorph zu einem Streifen-
gebiet sind, so bleibt die Giiltigkeit der Ungleichungen aus
2.6.1. erhalten.

(Beweis durch Aufsummieren der Ungleichungen {iiber den Teil-
gebieten und ggf. Aufrunden der Normen, falls sich die Teil-
gebiete iliberlappen; C hiéngt dann evtl. noch von iy ab.)

(iii) Mit Hilfe von (ii) kann man die Aussage fiir die in (i)
eingefiihrten Randstreifen von Gebieten mit glattem Rand auf
Gebiete mit stilickweise glattem Rand verallgemeinern:

Seien G ein Gebiet mit stiickweise glatter Oberflédche,
Gy = {xeG: dist(x,8G)<d} der Randstreifen der Breite &, k21
und p>1. Dann gibt es eine Konstante C, so daf

les Lo(ap) | < c6™® |lg; Ly(ae)| + cs |g; WP(a;)|  VaeW"P(q;)

les WP (65)] < ca™® | g; WP (80)| + 06 |g; WP (a5) | VaeWP (¢,)

C hangt i.allg. von 8G ab, ist jedoch insbesondere von g und
d unabhidngig.

(iv) Mit Hilfe der Spursdtze 2.1.6. kann man die Norm iiber
der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit noch in Gebietsnormen
iberfiihren. Folglich gilt z.B. unter den Voraussetzungen von
(iii) und mit &<1:

| 2:WE P (650 ] = 8P g; WP(a)|  veeW P (q).
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2.7. Eine Hilfsfunktion

2,7.1. (i) Vorbemerkung. In Kapitel 4.2. wird eine iiber &
definierte Abschneidefunktion @ mit den in (iii) formulierten
Eigenschaften bendtigt. Ziel dieses Kapitels ist es, die Exi-
stenz einer solchen Funktion zu zeigen. Fiir den zweidimensio-
nalen Fall mit in der Umgebung der Ecke nicht gekriimmtem Rand
wurde ein Beweis in der Monographie von Oranecsit und Pyxoseuy
[1979, §6.6] demonstriert, der hier auf den dreidimensionalen
Fall mit i.allg. gekrimmtem Rand verallgemeinert wird.

(ii) Bezeichnungen. Seien Q2 das Gebiet, in dem eine der be-
trachteten Randwertaufgaben 1.4.4. bzw. 1.4.8. gesstellt ist.
Q und die auf 82 ausgezeichnete Mannigfaltigkeit M (Kante)
sind in 1.4.4. und 2.2.1. ndher charakterisiert.

Das Ausgangskoordinatensystem (Xlﬂ%,xa) habe die Einheits-
vektoren ¢, e, und €,3. Weiterhin werde das in 2.2.1. de-
finierte Koordinatensystem (¥1,¥2,¥3) mit den Einheitsvekto-
ren &y, €5 und 2y3 betrachtet.

Ferner sei K(J):={xeQ: dist(x,M)<d} der innerhalb © liegende
Anteil eines "Schlauchs" mit dem Radius § und der Mittellinie
M. Laut 2.2.1. kann K(Jd) mit einer endlichen Anzahl von Men-
gen U; iiberdeckt werden, deren jede im YP-Koordinatensystem
wie folgt beschrieben werden kann:

U;:={(yy,¥2,¥3)=(r cosp,r sinp,{): 0<p<w;, 0<r<d, r?+zz<Rf}
Die beiden Randstiicken, die in M zusammenstoBen und innerhalb
K(d) liegen, werden mit I'hn und I, bezeichnet. Folglich ist
Iy={yeK(d): y,=0}.

SchlieBlich bezeichnet Ez-:= % a;,cos(n e-}éz— die Konor-
N i, j=1 i al A%,

malenableitung von v. Sie ist fast iiberall auf 89 definiert,

. ist der Vektor der &duBeren Normale, a.; sind die Koeffi-

(¥
zienten aus dem Randwertproblem, vgl. 1.4.3. und 1.4.7.

Xa

%4

M L I

Abb. 2.1.: Ausschnitt aus einer gekriimmten Kante mit Angabe
der Koordinaten.
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(iii) Eigenschaften der Funktion Q. Sei 4 ein Parameter. Dann

gilt:
Q@ =2 0 in @
dxe(0,5): Q=0 in K(#d) #
Q 1 in Q\K(%4 .
_ 0]

(JIN

aQ - o 5 T
c.} -
FF 0 auf Q
2
dC=C(J): T§—9—~ < C fast iiberall in @

2.7.2. by(.). (i) Definition. Es werden auf I} Funktionen by
k=0,1,2, wie folgt definiert
8y,
by (yy,¥3) := Eal}(}’)cos(*’b, )——éa , k=1,2
i,j=1 XJ'

b (vy,¥3)
by ( ) = =dids
AREARE bg(Y1yY3)

(ii) Lemma. Es gilt byel,(T,)

Beweis. Da aHELm(Q), sind die b, beschridnkt. Bleibt zu zei-
gen, daB eine Konstante C existiert, so daB

h%(yi,y3ﬂ 2 C >» 0 fast iilberall auf T,.

Seien H'"L 6yj ] die Laméschen Koeffizienten. Aufgrund
des Diffeomorph;sﬁus zwischen (x;,%;,X%3) und (vy;,¥;,¥3) gilt:
H;<C<w. Aus em.:l— ; g? ¢; (vgl. [Dreszer 1975, 11.2.9.])
B gt OV %41 9%5)
und 178, %€, auf Iy folgt cos(f,& 2wk 3y1 vy

i) _H1H3 axwl dx P42

(i=1,2,3, x,:=X;, X !=X,). Andererseits gilt - -
’ 4 b - %y 9%y

3y, = a(y"’x;'+1vx;'+z) = 1 a(YQ1X;'+11X?'+2) - 1 3y1 é*yl
dy 1 é‘Ys 6‘3@
Folglich gilt §t3= —E;cos(.” ¢,;)+ Indem dieses Ergebnis in
n.J..' 2

die Definitionsgleichung fiir b, eingesetzt, H, mit dem Maxi-
mum 3aus der Summe gezogen, die positive Definitheit von
{au)zji ausgenutzt (vgl. 1.4.3. und 1.4.7.) und der
raumliche Satz des Pythagoras angewandt wird, erhidlt man:

1
|bo (v, 73)| = j'Ziat”,(:1:)008(41», )Hzcos(n,exj)
. % 2, N
2 C?xmm 4icos (fi,8,) = Chyy >0 B

i=

2.7.3. g(.). (i) Definition. In K(d) wird eine Funktion g wie
folgt definiert:
2 2
Q(y13YQ:Y3) ‘= (Yl_bo(Yj_’Y:g)'Yz) + Kys,
wobei K eine noch zu definierende Konstante ist.
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(ii) Lemma. Es gilt % = 0 auf T,.
Beweis. Durch Ausdifferenzieren und Einsetzen von y,=0 erhilt
man auf Ty:

dq _ dq _ dq _ ., 8a _, 3 da _
5 2% » W, 29,005 ¥5) » 3, 0 und somit == =2y k§1bk(y1, 0 ’Y3)ayk =0
aufgrund der Definition von bj. ]

(iii) Lemma. Man kann ein hinreichend groBes K wahlen, so daB
Konstanten C, und C, existieren mit

2 2 2 zZ 2 2
Ci(yl"'YZ) - Q(yl’YQaY3) 5 Cz(yi‘"Yz)

Beweis. Da (a—b)2528?+2b2, gilt:
2 2 2 2 . 2 2
a(y) = 2y, + 2byy, + Ky,, folglich C, = max{2, 2be; Lm(Tl)" +K}.
Aus (a-2b)%20 folgt -2abz-%a’-2b°. Somit ist
2 2 2 2 2 2 22 22 2 2 2. 2
a(y) = Yi"ZboYle“'"bng"'KYz 2 Yl'%yl'ZbOYZ"'bng"‘KYg = ‘%‘Yi‘l'(K"bO)Yz .

Man kann also Cf= 3 wéhlen, wenn K2 3 + | by; Lm(l"l)”z.

2.7.4. (i) Definition w(.). w(np) sei eine glatte Abschneide-
funktion mit folgenden Eigenschaften:

w(n) ist definiert fiir 020
w(n) 20 fiir n20

w(n) = 0 fir nel0,1/9]
w(n) =1 fir nz4/9

(ii) Definition gi(.). Sei C; die Konstante aus 2.7.3.(iii).
Dann wird in K(J) die Kunktion g, definiert durch

ay(y) := w[————gji";z]-

(iii) Lemma. g; hat folgende Eigenschaften:

a, 20 in K(§)
q, =0 in K(#d), wobei #=C;/3C, (vgl. 2.7.3.(ii))
9 = 1 in K(&)\K(%g)

aq

=1 =

Y% 0 auf T’y

Beweis. Die ersten 3 Eigenschaften folgen sofort aus (i) und
(ii) unter Beachtung von 2.7.3.(iii), denn

aly) s Co(yi+ye) < Co(ud)? = %cféz in K(»6)
a(y) 2 F(h+v)) 2 cG(36)% = 2c%8®  in K(6)\K(34)

9
Die 4. Eigenschaft folgt aus 2.7.3.(ii).
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(iv) Definition a(.). q,(y) sei eine in K(§) definierte
Funktion, die folgende Eigenschaften besitzt:

95 2 0 in K(d)

qy = 0 in K(?ﬁé)

9 = 1  in K(6)\K(34)
dq

~ 22 =

aF 0 auf T,

Die Konstruktion erfolgt analog der Funktion g .

2,7.5. Q(.). (i) Definition. Sei ®w der Kantenwinkel. @ sei
wie folgt definiert:

2 ¢ .oz P :
Q = q cos® Z- + gy sin o in K(J)

1 sonst in Q
(ii) Lemma. Q besitzt die Eigenschaften 2.7.1.(ii).

Beweis. Die ersten 3 Eigenschaften folgen sofort aus
2.7.4.(iii) und 2.7.4.(iv). Weiterhin gilt fiir x€K(J):

9@ _ daq, 2 TP e e @ e
aF - Bx cos o 2qicosE~51n&naﬂ{ }

dq, 2 R e e 48 mp
+ YA sin?® S0 + 24, 51n2w coszf'0 6.;1?’(2w)
o . T _ day _ o9
Fir ¢=0 gilt 51n2w-0 und aﬂ,—-O, folglich — a7 =0.
" _ : ne _ 9q, aqQ
Fir e=w gilt cosia-o nd FYa =0, folglich EW-0'
Fiir x€Q\K(d) gilt %%==0, weil Q=1. il

(iii) Lemma. Es existiert eine Konstante C, so daB

le; Lo(@)] < ¢, |a; W*¥@)| < c™ una [@; W*P(2)| < cs™.

Beweis. Aus 2.7.3.(iii) folgt, daB
2 1,00 2,00

las Lo(K(8)) =87, |a; W (K(6))| sC und |q; W (K(8))| = c.
(C hingt von HaU; Lo(2)] und K;m ab.) Folglich

1,00 -1 2,00 -2
laks La (KD s, [a; W(KE))| <057 und |ap; W (RS | < cs
(k=1,2). Somit folgt die Behauptung. (]
(iv) Bemerkung. Um exakt zu sein, hidtte man in (i) zunichst
Funktionen @; lokal in den einzelnen Uberdeckungen U; (vgl.
2.7.1.(ii)) definieren und diese dann mit Hilfe von Funktio-

nen aus einer Zerlegung der Eins beziiglich der U; zusammenfii-
gen miissen (vgl. auch Bemerkung 2.2.1.(ii)).
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3. Netze und Interpolationsfehler

3.1. Lokale Interpolationsfehlerabschiatzungen

3.1.1, Einfithrung. Mit Hilfe des Lemmas von Ced (vgl, 4.1.2.)
wird die Abschidtzung des Finite-Elemente-Fehlers auf ein
Approximationsproblem zuriickgefithrt. Haufig wird dieses durch
ein Interpolationsproblem vergrdbernd ersetzt. Diese Fehler-
abschitzungen sollen in Kapitel 3 behandelt werden.

Der Grundgedanke besteht darin, lokale Interpolationsfehler-
abschidtzungen iiber einzelnen Elementen in geeigneter Weise
aufzusummieren, um globale Abschitzungen zu erhalten. Diesen
lokalen Fehlern ist der erste Gliederungspunkt gewidmet.

Zunidchst wird eine Auswahl finiter Elemente vorgestellt
(3.1.2.). Unter der Voraussetzung der Quasiuniformitat kann
die Abschitzung des Interpolationsfehlers iliber einem solchen
Element sofort der Literatur entnommen werden (3.1.3. bis
3.1.5.). Im Zusammenhang mit der Netzverfeinerung bei Kanten
liegt Jjedoch der Wunsch nahe, auf die Quasiuniformitat zu
verzichten. Eine Zusammenstellung der Vielzahl der fiir solche
Elemente bekannten und weiterer neuer Ergebnisse bilden dann
den Schwerpunkt des Kapitels 3.1.

Klassische Resultate

3.1.2. Finite Elemente. (i) Ein finites Element wird charak-
terisiert durch ein Referenzelement A, einen Funktionenraum P
(i.allg. Polynomg) und eine Menge Z={6ﬂ2=1 stetiger linearer
Funktionale &3:C (A)—R, i=1..n, fiir die gilt: Bei Vorgabe
von n reellen Zahlen «; wird durch das Gleichungssystem
&, (p)=0;, i=l..n, genau eine Funktion pé&P definiert.

(ii) Im weiteren scllen nur einige spezielle finite Elemente
betrachtet werden. Dabei handelt es sich fast ausschlieBlich
um die in (iii) und (iv) definierten Simplexelemente. Der
Funktionenraum sei in diesem Fall der Raum der iiber A (affin)
linearen Funktionen. Als Funktionale werden diejenigen
betrachtet, die einer stetigen Funktion den Wert in den
Knoten, hier den Eckpunkten von A, zuweisen.

Als Basis {v&}lﬂ werden diejenigen Funktionen aus P gewdhlt,
fir die 6“;@)=<ﬂj (Kronecker-Symbol). Diese Funktionen
werden auch als Formfunktionen bezeichnet.

(iii) Dreieckselemente. Das Referenzelement A besitzt Knoten
in den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1), die zugehdrigen
Formfunktionen sind w(¥)=1-%-v2, ¥2(¥)=w und w3(%)=¥s.
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(iv) Tetraederelemente. Das Referenzelement besitzt Knoten in
den Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0) (0,1,0) und (0,0,1); die zu-
gehdrigen Formfunktionen sind w,(y)=1-y-¥:-¥V3» ¥a(¥)=%, w3(¥)=p
und Y, (Y)=y;.

3.1.3. Affin &dquivalente Elemente [Ciarlet 1978, Kap. 3.1.7.
(i) Definition. A und A heiBen affin &iquivalent, wenn eine
eineindeutige affin-lineare Abbildung

x = F(y) = By+4d ¢ RY
(B ... (N,N)-Matrix) existiert, so daB A=F(A).

(ii) Lemma. Seien A und A affin &dquivalent. Wenn oW (R),
meN, 1<psw, dann liegt v mit v(x)=v(F(y))=0(y) im Raum
me(ﬁ), und es existiert eine Konstante C(m,N), so daR

vveW™ (a) |o; WP(R)] < cBI" |detB ™" |v; WP (a)|
und ¥oeW™ (&) |vi; W™ ()] = cBY" [detB"P |0 WP ()],

1A

IA

ey

(iii) Lemma. Seien A und A affin #quivalent und h, h, g, &
Um- und Inkugeldurchmesser von A und A. Dann gilt:

IB| <n/8, |B Y| <A/o und |detB| = mesA/mesA.

3.1.4. Interpolation. (i) Definition. Sei ve(l(A), dann heift
n .

die Funktion [Mv(x) := E‘v@éu)ug(F(y)) Interpolante von V.
i=1

(Bezeichnungen siehe 3.1.2.(ii))

(ii) Satz (Klassische Interpolationsfehlerabschitzung auf dem
Referenzelement). Seien me{0,1}, pe(2,0] und ge[l,w] Zahlen,
so daB W’p(ﬁ)qwmq(ﬁ), und N der in (i) eingefiihrte Inter-
polationsoperator. Dann gilt Vvewzﬁ(ﬁ)

|v-Nv; W@B)| = c(A) |vi WP,

Dieser Satz ist in noch allgemeinerer Form 2z.B. in der
Monographie von Ciarlet [1978, Kap. 3.1.] bewiesen.

(%ii) Folgerung. Seien me{0,1} und p,qel[l,w] Zahlen, so daB
W'p(ﬁ)qurmq(ﬁ). Seien auBerdem A und A affin &quivalente
Elemente, ferner h, @, der Um- bzw. Inkugeldurchmesser von A

und [l dexé in (i) eingefiihrte Interpolationsoperator. Dann
gilt YveW P (4)

|v-Mv; W™(A)| < c(B) (mest)T™P 1 o™ |v; WP (a)].

Die Aussage ist unmittelbare Folgerung aus dem vorangegange-—
nen Satz und den Lemmata in 3.1.3.
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(iv) Bemerkung zum Beweis. Der Satz (ii) (oder (i)) wird von
vielen Autoren mit Hilfe des Lemmas von Bramble und Hilbert
(vgl. z.B. [Ciarlet 1978, Kap. 4.1.]), oder zumindest mit den
gleichen Ideen, wie sie im Beweis des genannten Lemmas ver-
wendet werden, bewiesen. In speziellen Fadllen 148t sich der
Beweis durch Ausnutzung der Poincaré-Ungleichung abkiirzen,
wie das z.B. in 3.1.10.(ii) vorgefiihrt wird.

Fiir N=p=q=2 existiert ein anderer, konstruktiver Beweis von
OranecsiH und Pyxompeu [1979, §2.3]1 - vgl. auch 3.1.10.(iii).

(v) Die Konstante in der Interpolationsfehlerabschdtzung. Ei-
nige Autoren setzen sich auch mit der GrdBe der Konstante
auseinander (vgl. z.B. [Lehmann 1986a, 1986b, 1987], [Curaune-
BMY 1988], [Dobrowolski 1989, 1990]). Darauf soll jedoch hier
nicht ndher eingegangen werden.

(vi) Interpolationsfehler in gewichteten Raumen. Auch  fir
Funktionen aus gewichteten RAumen sind Interpolationsfehler-
abschitzungen bekannt. Im folgenden soll ein Resultat von
Grisvard [1985, Kap. 8.4.] angegeben werden.

2
Satz. Seien AcR ein Dreieck, @& einer seiner Eckpunkte,
r=dist(x,0), M€e[0,1) eine reelle Zahl und

HM0) = {veW 20): |v; BP0 = (1vsW2) % T e 0%vs L)) 2 <o},
=2

; 2,1 |
dann gilt ¥YveH " (A):

%¥L2 2-24

[v-Niv; W) |% < o) n' g™ Te"p"vs Lya)l®.

l&)=2

3.1.5. Quasiuniformitidt. (i) Definition. Flir eine Familie wvon
Vernetzungen ¢ mit dem gegen Null strebenden Parameter h
(Schrittweite, vgl. dazu Kap 3.2.) werde die Funktion

g(h) =

ax Umkugeldurchmesser von A
G""'L

E 73 Inkugeldurchmesser von A

betrachtet. Ist diese Funktion beschrédnkt, so heifft die Fami-
lie quasiuniform. Das bedeutet, daB In- und Umkugeldurchmes-
ser der Elemente mit der gleichen Geschwindigkeit gegen Null
streben.

(ii) Bemerkung. Fiir Dreieckselemente ist die Winkelbedingung
von Zlamal hinreichend und notwendig fir die Quasiuniformitat:

36,: VA 8,26,>0
(8, ist der kleinste Innenwinkel in A.) Dabei ist 8, nicht
von h abhédngig.
(iii) Folgerung. Unter den Voraussetzun%en und mit den
Bezeichnungen von Satz 3.1.4.(ii) gilt ¥YveW F(A)

lv—ﬂv; Wmﬂ(&)l < C(A) (mesﬁ)”q_uplfﬂﬂlv; W%p(&)t.
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3.1.6. "Langgestreckte Elemente". (i) Quasiuniformitat ist
keine notwendige Bedingung fiir die Abschatzung 3.1.5.(iii).
Elemente, deren Inkugeldurchmesser schneller als der Umkugel-
durchmesser gegen Null geht, sollen in weiteren als "lang-
gestreckte Elemente" bezeichnet werden. Fiir eine noch einzu-
schrinkende Klasse langgestreckter Elemente kann ebenfalls
eine Abschétzung wie in 3.1.5.(iii) gezeigt werden.

(ii) Satz [Jamet 1976b]. Sei ACRN ein N-Simplex (Dreieck oder
Tetraeder fiir N=2 bzw. N=3) mit einem wie folgt definierten
charakﬁgristischen Winkel @¢[0,3m]:

Seien 3z (i=1..N) Vektoren, die zu N der zN(N+1) Kanten von
A parallel sind. Flr einen beliebigen Vektor 2 ist
8,(2)e[0,37] der Winkel zwischen z und 3L, i=1l..N. Dann sei

@ := max_ min 8;(2).
7¢RN 124N
Seien weiter [l der Interpol%&ionsoperator iber A mit dem Po-
lynomgrad k. Dann gilt VYveW m(ﬁ)
k+4-m

|v-Nvs W™ (a)| < c(B) B (cose)™ |vi WP (a)],

> N/p fiir p<w

falls k,meN, k2m, pe[l,o] und k+l-m { > 0 PP B

(iii) Folgerungen.

« Der Fall m=0 ist nicht interessant, er wird beﬁfits in
3,1.4.(iii) erschlossen, d.h., in Lp*Réumen gilt VvGW'p(ﬁ)

Ilv-Nvs Ly(a)| s c(A) h® (mesA)P™9 |v; WP (a)].

« Fiir m=1 gilt die in (ii) angegebene Abschidtzung nur fiir
k>N/p, d.h., im Falle linearer Ansatzfunktionen fiir p>N.

« Gilt fiir alle finiten Elemente einer Familie von Triangula-

-—m -—
tionen 8<8, <37, so kann man (cosf) mit (cose*)m nach
oben abschatzen und in die Konstante einbeziehen.

(iv) 8<8,. Es soll nun untersucht werden, fiir welche Triangu-
lationen die Bedingung 856, erfiillt ist.

Im zweidimensionalen Fall ist &<8, offenbar &quivalent zur
folgenden Bedingung [Jamet 1976b]:

In jedem Dreieck kann man 2 Dreiecksseiten auswidhlen,
fiir deren eingeschlossenen Winkel o gilt:
oz mT-26, oder o< 20,.
bzw. zu

Fiir den groBten Innenwinkel & eines jeden Dreiecks
der Triangulation gilt a <26, <m.

Damit ist z.B. eine Familie von Triangulationen, bei der der
kleinste Innenwinkel der Dreiecke zwar gegen Null, die ande-
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ren beiden fiir h+0 jedoch gegen %n gehen, zugelassen. Nicht
zugelassen ist der Fall, daB 2 Innenwinkel fiir h+»0 gegen Null
gehen.

Im dreidimensionalen Fall kann man folgende zu 958* aqui-
valente Bedingung formulieren:

In jedem Tetraeder kann man 3 Kanten auswédhlen, fiir
deren Winkel (jeweils paarweise betrachtet) gilt:
o 2 T-28, oder oS 28, .

Damit sind z.B. alle Familien von Triangulationen zuléassig,
deren Tetraeder (mindestens) eine (Dreiecks-)Seitenfléache
besitzen, fiir deren kleinsten Winkel a2mn-28, gilt. (Die 3
Seiten dieses Dreiecks kann man dann als die in der Bedingung
genannten 3 Kanten wihlen.)

(v) Der Fall p=2. Vielfach interessieren die Abschétzungen in
den Sobolevridumen mit p=2. Dieser Fall setzt im Satz (ii)
jedoch fiir m21 mindestens k22, d.h., gquadratische Ansatzfunk-
tionen voraus. Fiir lineare Ansatzfunktionen und N=2 findet
man eine geeignete Abschatzung bei KifiZek [1989]:

Satz. Sei A ein Dreieckselement, fiir dessen groften Innenwin-
kel o gilt: asoy<m. [ sel der lineare Interpolationsoperator
iiber A. Dann gilt Vvew A

|v-niv: W (A)| < C(R,a5) h |v; W*(a)].

In der gleichen Arbeit ist diese Abschédtzung auch fiir N=3
formuliert, der Beweis ist jedoch fehlerhaft.

(vi) Die Winkelbedingung. Das folgende Beispiel zeigt die
Notwendigkeit der Winkelbedingung aso,<n fir die Interpola-
tionsfehlerabschidtzung in (v). Es erlaubt allerdings keine
Aussage iiber den Finite-Elemente-Fehler bei Netzen, die diese
Bedingung nicht erfiillen. (Die Interpolante ist nur ein
willkiirlich ausgewdhltes Element aus Vh’ es braucht nicht
. 2 N .
mig | u=vy; W"“(2)| zu realisieren, vgl. das Lemma von Ced.)
VAE VA

Beispiel: Sei A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (h,0)

2 -1 2
und (%3h,a). Die Interpolante fiir v=x lautet [lyv=hx-3a hy.

Da ]v—ﬂhv, | f[ 2x—h)z+(4afeh%]dxdy2 (4d€h%)mesﬂ und
| vs W) | =[ 4dxdy= dmesh, folgt |v-Myv; WAl |v; W2Pa)|™ 2 v*/sa,
> P wenn a=o(h), konvergiert |V—ﬂgv;whﬁﬂ” (wenn {iiber-

haupt) mit einer geringeren Ordnung als 1. Wenn a schneller
als mit der Ordnung h’ gegen Null geht, ist |v—ﬂ5v;wtﬁﬂn

nicht mehr durch tv;wzﬁﬁ” nach oben beschrankt.
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Auswertung der ElementgrdfBe in den einzelnen Richtungen

3.1.7. Vorbemerkungen. (i) Es liegt die Vermutung nahe, dafB
die Abschitzungen in 3.1.6. fiir langgestreckte Elemente nicht
optimal sind. Wenn eine Triangulation in den einzelnen Koor-
dinatenrichtungen mit verschiedenen Schrittweiten h;, i=1..N,
erfolgt, (die nicht mit der gleichen Ordnung gegen Null gehen
miissen, ) kdnnte man erwarten, daB auch die Interpolationsfeh-

lerabschiatzung dies beriicksichtigt und nicht nur h= max h

le {4 N
verwendet wird. Die hierzu bekannten Resultate sollen im fol-

genden zusammengestellt werden.

(ii) Transformation der Ableitungen im zweidimensionalen Fall.
Seien A das Referenzdreieck und A ein rechtwinkliges Dreieck,
dessen Katheten zu den Koordinatenachsen parallel sind und
die Léngen h; und h, besitzen. Dann gilt fir die Transfor-
mationsmatrix B (vgl. 3.1.3.) offenbar mit einer bestimmten

Vorzeichenkonstellation B = diag(thy,th;). Die Ableitungen
transformieren sich wie folgt:
9%y _ 0,%% 0, 1% oy, [ PU=nt, Bhog, Doy, % -t
dg| _ -t|%8 |98 _,-1198
dx| L |aw|’ 9w ¢ |9y’
2 2 2 2 2
lag b2l g |28y, |08 |0 g 208
e B 2 R 727 B 22 L P B OS]

Es gelte nun.lHSCh;, 7<1, Dann beeinfluBt eine kleine Abwei-
chung der Dreieckslage von der Achsenparallelitdt die

+*h z
Abschitzungen nur wenig: Sei B= [ z1 *1:} mit |z|,|z;|~hy.
2 Thy
Dann gilt:
%, a a
ldetB' ~ hlhz, ay hi, ayz = Zl, 5% = Zz, a;iaz = hz’
| _ | hy SC O o /| D S 57 I T 7!
Er s R o I o e I hz'
1)8g 18g 1|dg
I"M‘Whi v 63@ ) =l ,J”’E'WJ
0%g| _ 20" g i P e
<K + 2h,|z + 7 < Ch Z Ml - B
] < Ml g * ] < on1, £ oo
2 2 2
8%a - " g d g
< |
Bl hﬂzuaxlz + (hyhgt|zy2,[) e h2|32'@z“!
218" g 8% gl @ =
Sc[hiaxz * ke[ aXZN
2 2 2
gl 20°g o%g|  2o° g| 20% g | 8%g|  20%4
vz < “awz| * 2h2lzilax16x2 + 57| < hia e * h1h2|a <% + hzlax22| .
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(iii) Transformation der Ableitungen im dreidimensionalen Fall.
Seien AcR™ ein Referenzelement und A ein affin &dquivalentes
Element, das durch Verschiebung und Stauchung in den Koordi-
natenrichtungen aus A hervorgeht, d.h., fiir die Transformati-
onsmatrix (vgl. 3.1.3.) gilt mit einer bestimmten Vorzeichen-
konstellation B=diag(th1,ih2,ihg). Analog zu (ii) erhidlt man:
2 2

A SR

g
aytayj ¢ Jaxiax‘j’

Auch im dreidimensionalen Fall koénnen zu (ii) analoge Ab-
schitzungen angegeben werden, wenn A nur wenig von der Ach-
senparallelitiat abweicht.

98 _ ., 98
ayl - ‘axi ’

i=1..3, und i,j=1..3.

Bemerkung. Im dreidimensionalen Fall kann der Raum nicht mit
der oben betrachteten Menge von Tetraedern ausgefiillt werden.
Man muB dann mehrere (eine von h unabhingige endliche Anzahl)
Referenzelemente verwenden. Alle im weiteren fiir das in
3.1.2.(iv) eingefiihrte "Einheitstetraeder" getroffenen Aussa-
gen kdnnen entsprechend auf andere Referenzelemente mit drei
achsenparallelen Kanten ilibertragen werden.

3.1.8. Verallgemeinerung der Poincaré-Ungleichung. (i) Satz
[Michlin 1978, 84.5]. Sei GcR ein beschranktes Gebiet, das
als Vereinigung einer endlichen Anzahl von Teilgebieten dar-
gestellt werden kann, die bezliglich Jje einer Kugel stern-
férmig sind. Sei weiterhin keN, k21, peR, pzl, und n bezeich-
ne die Anzahl der verschiedeqfn Monome der Ordnung =<k-1. Es
seien ferner 1,, i=l..n, in W m(G) beschriankte lineare Funk-
tionale, die auBer auf der Null nicht alle gleichzeitig auf
einem Polynom vom Grad <£k-1 verschwinden. Weiterhin sei

f(tyy...st,) eine iiber R" definierte Funktion, fiur die gilt:
a) f(tyy...5t,) 20
f(tyy+..,t,) =0 genau dann, wenn t;=...=t,=0
b) f(}kti""’}"tn):'Klf(tl""’tn)
C) f(t1+T1,lnn’tn+Tn)Sf(ti,.oo,tn)+f(Tl,---’Tn)

k,
Dann existiert eine Konstante C, so daB VveW p(G)

k: kr
lv; WP (a)| < Cf(lv,enn,l,v) + Clv; W Pa)l.

(ii) Folgerung. Sei 1 ein in WLp(ﬁ) beschrinktes lineares
Funktional mit 1(1)*#0. Dann existiert eine Konstante C, so
i,p
daB VveW ™ (R) . )
Ivi W@ = cli(v)| + clv; W),
Diese Aussage folgt unmittelbar aus (i) fiir k=1 und f(t)=|t

(iii) Die bekannte Poincaré-Ungleichung folgt aus (ii) mit
1(v) = [vdx + [vdr,
Gr 't

wobei Gy ein N-dimensionales Teilgebiet von G und Ty ein (N-1)-
dimensionales Teilgebiet von 8G ist, so daB mesGT+mesFT>0.
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34149 Lp-Norm—Abschatzungen. (i) Satz. Seien p,azl reelle
Zahlen , so daB W'p(A)qu(A). Seien auferdem A und A affin
aquivalente Elemente, die durch Verschiebung und Streckung/
Stauchung in den Koordinatenrichtungen auseinander hervorge-
hen (vgl. 3.1.7.(ii),(iii)), h;, i=1..N, die Ausdehnung von A
in Richtung der Achsen und [1 der in 3.1.4.(i) eingefiihrte In-
terpolationsoperator. Dann gilt Vvewap(ﬁ):

1yq-17p & &’y
[v-nv; Ly(a)| = C(A) (hyhyhy) ijglhihjllm; L,(a)].

Die Aussage ist unmittelbare Folgerung aus 3.1.4.(ii) und
3.1.7.(ii),(1idi).

(ii) Bemerkung. Die Voraussetzung W%p(ﬁ)qu(ﬁ) ist laut
2.1.3.(iii) fir ACRZ fiir beliebige p und q erfiillt. Im drei-
dimensionalen Fall bendtigt man zusitzlich eine der beiden
Bedingungen

p2g oder <2 und af1+2p/(3-2p).

(iii) Bemerkung. Fiir N=p=q=2 kann der Beweis Lkonstruktiv
gefithrt werden (vgl. [Oraunecsii/Pyxoseu 1979, Kap 2.3.2.] und
3.1.10.(1iii)).

3,1.10. WP -Norm-Abschétzungen, N=2. (i) Satz. Sei A das
Referenzdreieck (vgl. 3.1.2.(iii)) und p2zl. 1 sei der in

3.1.4.(i) eingefithrte Interpolationsoperator. Dann gilt fir
veW?P (A):

3 3 , |
I3 (v-Nv)s Lp(B)] < c(@) 'a_;; WP ()|, i=1,2.

) i

1
Beweis. Sei i=1 und w=E§4v—ﬂv). Offenbar gilt 1(w):=fw(&,0)df
1
1

(8]
= (v-Nv)(1,0)-(v-Nv)(0,0) =0 und fw(f,O)dE‘ < C|w; wi’p(ﬁ)n

0
laut Spursatz 2.1.6. Folglich gilt mit 3.1.8.(ii)
Iw; L&) < Jws WPA)| < clws WP (a)]. (%)
2 2 2
pae L e 0, Bl OV i=1,2, (Nv ist linear),

an 3Y13YJ ayian 331335'
ist (*) dquivalent zur Behauptung. Fiir i=2 zeigt man die Be-
hauptung analog. [ ]

(ii) Folgerung: Seien A das Referenzdreieck und A ein Drei-
eck, das den Voraussetzungen in 3.1.7.(ii) geniigt. Seien wei-
ter p21 und N der in 3.1.4.(i) eingefiithrte Interpolationsope-
rator. Dann gilt Vvewzp(ﬁ)

N 2
v-Nv; WP (a)| = c(ﬁ)”_glhju%; L,(4)
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Beweis. Die Transformation der Ungleichung in (i) auf A mit
Hilfe von 3.1.7.(1i1i) liefert:

f|——~(v-l’lv |Pax < szzi{h;p[‘la—g(v-ﬂv)lpdy+ h;"”g(v_ﬂv)lpdy]
mesA
SCmesa[ [I Ip Iaﬂa | ]dy*' ;bf[laﬁaﬁl +|8y l }dy]
2
SC(hp+hlph2 dx+C(h‘i+h§)f(Iaxav|r>+!ax:|?]dx

Analog ist fla V- ﬂv)l dx((jmesﬁ[ E f|§—4V'ﬂv)[ dy}

mesA
2

mesA
£C h, d

nes ﬁ[ 2 aj ldlaylaxJ y]

-pP vip P P 2p PP

< Chi'h I! |dx+cc Pyt rhf ) S| |dx+c(h h,"+h+h5 )II TP ax

1 2 2 axlaxz 1 2 xz
Durch Aufsummieren folgt mit h1$Ch2, T<1l, die Behauptung. [ ]

(iii) Konstruktiver Beweis. Fiir p=2 ist eine zu (i) &hnliche
Ungleichung in der Monographie von OraHecsii und Pyxosey
[1979, Kap. 2.3.2.] konstruktiv bewiesen. Diese hat jedoch
den Nachteil, daB auf der rechten Seite die Norm iiber dem
Quadrat @=(0,1)x(0,1) steht. Es ist jedoch méglich, den Be-
weis zu verbessern und die Ungleichung in der in (i) angege-
benen Form zu beweisen.

Der Einfachheit halber seien die Koordinaten hier mit x und ¥y
bezeichnet, statt mit v; und v,.

. . 2,2 .
Lemms. Sei A das Referenzdreieck, veW “(A) und N der in
3.1.4.(i) eingefilhrte Interpolationsoperator. Dann existiert
eine Konstante (. an dafl

I[_Q,v_nv\]zdxdv < cur[(giz)2+-(—2iz)2]dxd
4 Lox Y A axdy Y

1
Beweis. Sei w=v-[lv, d.h., Qﬂiélgld =0, Es werden nun einige
a¢

0
Umnformungen und Abschitzungen angegeben, die dann am Ende des

Beweises zusammengefiigt werden. Sei (x,y)e€A.
Gwix.v)

(a) Offenbar gilt ——— = [aW(X'Y} aw(g'o)]df g

O Sy

ax ax T T B¢

_ éw(x,y) aw(f,O)] & [aW(XsY)__aW(st)]d - T.+1..
f 3t £ 3t 4 111

In I, gilt O0<{<x, wadhrend x<f{<1 in I, gilt. Diese beiden
Fille werden nun einzeln untersucht.
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Sei 0<f<x.

(b) Der Punkt (£,y) liegt in A. Offenbar gilt dann:
f[é‘W(x,y) —aW(E’O)]df - }‘[BW(XJ) dw(l,y) ow(l,y) aw(E, 0)]df

| ox dE A at af a¢
x 5° W(M,Y » 8° dw(¢m)

(c) Durch Abschédtzen mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und
Erweitern der Integrationsgrenzen mit Hilfe der Ungleichungen
0<¢<x<1-y<1 erhdlt man:

2 %€ X W
f[ff" LA(Th2, diudf] dxdy 3 f[ua,udz I [—-—3 ‘“””] mudz]dxdy
o (sX4 0k

1-»

<

O S

x5 111 1- *
i [M&zﬁ] auataxdy < Jf T (M] dudfdxdy
8] 00 0

{ dp® O

2 2
_ a W(M,Y)]
-£ [ aMZ dudy

(d) Analog durch Abschidtzen mit der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung und den Ungleichungen y<l-x<1-§¢, 0<x<1 und xy<x(1l-x)<3%
erhédlt man:

J fp ol —aa dndfrd I[ffdndt i) (a—g—%ﬂ] dndt]dxdy

00

< ap bW (E ) _ 1, (wEam)
< ggg _g [_—8fan } dndgdxdy = 3 é [-_—__85611 ) dndf.

Sei nun x<£<1.
(e) In diesem Fall liegt der Punkt (x,1-f) innerhalb von A,
und es gilt:

}[BW(x,y) _ 6W(E,O)}d§ i}

. ax a¢
1 6W(X,y) Ow(x,1-¢) aw(x 1-§) ow(E,1-¢) ow(E,1-€) aw(£,0) a¢
x ax ax 3 af af
1y aw(x,n) % P (pm,1-€) 1= 8 w(E,m)
£1je dndf + j‘f—-—M dudé + { { _""—afa dnd§

(f) Durch Abschitzen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
Erweitern der Integrationsgrenzen mit Hilfe der Ungleichungen
0<x<1, 0<1—E<1~x<1 und 0<y<1-x<1 erhdlt man:

I | auag

= L2 (6% (x,m)
£ % 1-¢ 9xdn dxdy<~f P £ { [ 3%m ] dndf | dxdy
11-%|1 2 (4% 104 1
< 1703 3 (L)) nag | avax < 11772 ATTEI\ PP
0 0 |x1-¢ xon 000 0
2
- aw(x,m)
-1 55 ?) anax
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(g) Durch Vertauschen der Grenzen, Anwenden der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, Erweitern der Grenzen mit Hilfe der
Ungleichungen 0<x<{<1 und Substituieren von £=1-f erhdlt man:

2
1) fj‘e_fiﬂil_él_deg] dxdy < [ jdudf fj ngigELl_gl] dpdf]dxdy

a dw

J’f f {_EUELEJJ dudfdxdy < 3 [ L__iﬁ_glj dudt
X X% M

(h) Durch Abschatzen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und

Erweitern der Integralgrenzen mit Hilfe der Ungleichung 0<x<1

erhalt man:

- 8%w . 1
3T ) ana ) axay < ]

x 0

1-t

5 11-¢ 8zw(f,n) 2
Jlana I T (5gat) anat|axay
szzg[ 3tan ]dnd.f.

Es werden nun alle Abschitzungen zusammengefiigt. Mit (a), (b)
und (e) gilt:

‘a—Mg-”def ¥ J"J‘—a@—dndéf +

w(x,y) _ ffﬁzw(,&.{,y) aW(f n)
0k 00
2

L% 8 wix,m) 6 w(p,1-¢) 8 w(&,m)
+ {‘1{5—"_6::671 dndfé + fj.——-—M dndf + £ { —5Fon dnd¥§

Durch Quadrieren dieser Gleichung, Abschidtzen der rechten
5 5
2 2
Seite mit (Eai) <5%a;, Integrieren iiber A und Abschétzen
=1 i=1

i= =
der rechten Seite mit (c), (d), (f), (g) und (h) erhdlt man:
2 2

dw, 2 N aw
g(gz) dxdy < 5[(1+-§)£(a Haxdy + (¢ +1+4)f(a 3y )*dxdy

a’nv  a°nv
Mit w=v-[lv und = = = 0 folgt die Behauptung. |
ax Ixay

3,1.11. W*®-Norm-Abschitzungen, N=3. (i) Satz [Dobrowolski
1990bl. Sei A das Referenztetraeder 3.1.2.(iv) und p>2. [l sei

der in 3.1.4.(i) eingefiihrte Interpolationsoperator. Dann
gilt fiir VGW’p(ﬁ)

||a—yi(v—l'lv): Ly(B)| = C(E\Hg—;: WP (a)|, i=1..3

Beweis. Der von Dobrowolski angegebene Beweis benutzt nicht
die verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung 3.1.8. Mit deren
Hilfe kann der Beweis jedoch v8llig analog 3.1.10.(i) gefiihrt
werden.

Das Funktional 1 wird hier als Integral iiber eine Kante defi-
niert. Zum Beweis der Beschrinktheit ist die Einschréankung
pP>2 notwendig. o
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(ii) Folgerung., Seien A das Referenztetraeder und A ein Te-
traeder, das den Voraussetzungen 3.1.7. (iii) geniigt. Seien
weiter p>2 und N der in 3.1.4.(i) eingefithrte Interpolations-
operator. Dann gilt VveW’p{ﬁ)

2

[v-nivs W] < e@d) zhj I35 Lo

Der Beweis erfolgt analog 3.1.10.(ii) durch Transformation
der Abschitzung (i) von A auf A und Summation iiber 1i.

(iii) Gegenbeispiel fiir p=2 [Dobrowolski 1990b]l. Sei

; _ |0 fir r<a
we(r) = 1-min{1, ln|ln(r/e)|} = 1-£ 1n|ln(r/e)| fir r>a ’

1/e
r=(5* +%,° )%, a=e"" Fir v (y)=yw, gilt:
v, eW % (3)
a I
"'éE(VE‘HVQ); L&) = llwg; Lp(R)] ¥ (mesh )™
av 1,2 1,2

Folglich existiert keine (von £ unabhidngige) Konstante C, so

daB YveW 2 (A) 5o (v-nv), L,(8)] = ¢ ]3—;’; W (2| .
3

Beweis. Da das Beispiel bei Dobrowolski nur stichpunktartig
vorgerechnet wurde, soll der Beweis hier ausfiihrlich angege-
ben werden.

(j) Da v, nicht vom Polarwinkel ¢ abhédngt, gilt:

2,2 82v 2 1 ,8v.z Bzv 2 6zv 2
|ves W% (@) = g[(aﬁ) t =) *2Gey) t ayag)] “
2
@ w2 1 ,0w,.2 w2
< 4 (G9" G 2 7]

g ézw
Es ist weiter 5;? = 5;35 = 0 fir r<a, wahrend fiir r>a gilt:
dw -1 62 -2 -1 -2
3;5 = es(rln(r/e)) 8 £ = -eer [(ln(r/e)) +(ln(r/e)) ].
Diese Ableltungen sind fiir jedes feste £ beschrankt, folglich
ist V'ew (AR). o

(jj) Da y3=0 in (0,0,0), (1,0,0) und (0,1,0) und w,=0 in

(0,0,1), ist Mv,=0. Folglich gilt —(v,-Mlv,)=w,. Da weiterhin

33
punktweise w,—1 fir £+0, gilt die 2. Teilbehauptung. o

(jjj) Offenbar erhilt man durch VergroBern des Integrations-
gebiets, Berechnen der Ableitung (vgl.(j)), Ausfiihren der
Integration und Einsetzen von a:



i . s - 1 z -3 -
B le(ﬁ)tz = I(?EE} dy < %nf P r 2 (1n(r/e)) rdr
AMdr &
gL ; g
= ine’s |ln(r/e)] B o gl s s
e e50
Damit ist alles gezeigt. ]
(iv) Das Gegenbeispiel zeigt, daB die Abschiatzung
2
@ 2 .2y Aw -
li(-?";(—i(V—HV), LZ(A)“ < Cj?ihj “W’ Lz(&)“ 3 1—1-.3,

auch fiir Tetraeder mit 3 achsenparallelen Kanten 1i.allg.
nicht gilt. Die Vermutung, daB man aber vielleicht

z
|v-nv; W (a)]* = E”-m—-(v -Mv)s Lya)|® < ¢ zh

J

2
; ”a 5 Lo(a)

zeigen kann, ist nicht richtig. Transformiert man diese Un-
gleichung auf das Referenzelement, erhidlt man

Eh = a(v Mv); Ly < ¢ Elh ||a Lz(a)nz
L=
1,2 2
= Ctzlh !;} (;‘_‘\.)l ;

Sei o.B.d.A. h1=o(h2)2 und h2=o(h3), dann erhdlt man durch
Multiplikation mit h; und im Grenzwert kleiner werdender
Schrittweite

J:LZ

.2 av
. b < g .ﬂ
Diese Abschitzung ist jedoch entsprechend (iii) nicht giltig.

3.’ - . .. -
(v) Funktionen aus W plﬁlﬂ_ Die Einschriankung p>2 wurde in

(i) notwendig, weil l(w)-—fw(s,o 0)df in W (ﬁ), p<2, nicht

beschriankt ist. Dieses Funktlonal ist jedoch in W’p(ﬁ) far
alle p21 beschrankt. Man kann folgenden Satz bewelisen:

3,
Satz: Mit den Bezeichnungen von (ii) und p2l gilt ¥veW p(L\.):

v-Nv; W"(a)|
z

{?3
< C(&) (A)| + Ehh Y __. L

& v
Eihi Haxi%? Ly caiet k ”ax 0% ;0% p(8)]

N =

4
Beweis. Man wdhlt in Satz 3.1.8.(i) £ty Beatystig)= 5L [l s
i=1

aw 2 . 1 o e 2:?’ m
l-(W)=f Iy, dy, i=1..3, und 1,(w)=fw(£,0,0)d¢. Fir weW™ (R)
i 0
und mlt 14(W) 0 gllt folgllch

lws L&) < Jws WoP(R)] < ch) (Jws W@ + |ws W),
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Setzt man nun w=§§-(v—ﬂv) ein und transformiert auf A, so er-
¥
halt man:

”—(V -Nv) Lp(‘&)”
3

Hﬁxlax 6xk L v “

3 azv
sc(ﬂ)[‘ﬂh- v Ly Ehh
Ly lgegs Lol + )
Diese Ungleichung zeigt man analog fiir i=2 wund i=3. Durch
Aufsummieren erhdlt man die Behauptung. E

Bemerkung: Bei gquadratischer Interpolation {iber einem 10-

Knoten-Tetraeder (das Referenztetraeder 3.1.2. (iv) mit Sei-
Va2
tenmittenknoten) kann man 1,(w) )= w(£,0, Odf,ﬁ%(w)-fw@ 0,0)d¢,

Ya T

la(w)=fw(§,%,0)d§ und 14(w)=fw(§,0,%)d§ wahlen und analog
0

© 3,p .
¥p21 und YveW " (A) zeigen: 5,

LD
| (v-Niv); W7 (A)] ,jk}:hh‘{. "aha axk s Lp(a)].
3.2. Vernetzung und Interpolation
3.2.1. Vorbemerkungen. (i) Die erste Etappe bei der Lo&sung

einer Randwertaufgabe mit der Finite-Elemente-Methode besteht
in der Diskretisierung des betrachteten Gebiets und der Fest-
legung des zugehdrigen Raumes Vh (bzw. Voh) der Ansatz- und
Testfunktionen.

Es sollen nur Tetraedervernetzungen des Gebiets 2 mit der
iiblichen Voraussetzung zugelassen werden, daB zwel beliebige
Tetraeder (als abgeschlossene Mengen des RS betrachtet) ent-
weder eine Seitenfldche, eine Kante oder einen Eckpunkt ge-
meinsam haben oder durchschnittsfremd sind.

Weiterhin sollen nur quasiuniforme Vernetzungen (vgl. 341454 )
betrachtet werden. Die in 3.1. angegebenen Abschitzungen fiur
"langgestreckte Elemente" konnten noch nicht zur globalen In-
terpolationsfehlerabschédtzung filir Funktionen u mit den Eigen-
schaften 1.4.8. genutzt werden, auch wenn die numerischen
Tests mit solchen Elementen gute Resultate brachten (vgl. 5.).

(ii) Wenn der Durchmesser aller Elemente einer Vernetzung von
der gleichen GroBenordnung h ist, so wird diese Triangulation
als unverfeinert bezeichnet. Im Mittelpunkt der Betrachtungen
stehen jedoch Netze, deren Elementdurchmesser in der N&he der
Kante (Ecke) klein gegen h ist. Diese Netze heiflen verfeinert.

Die im folgenden beschriebenen Triangulationen besitzen einen
Parameter pm; fiir m=1 entsteht ein unverfeinertes Netz, mit
kleiner werdendem M wird das Netz zur Kante hin immer stérker
verfeinert.
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(iii) Die in diesem Kapitel definierten Vernetzungen beziehen
sich zundchst auf Aufgaben in Gebieten mit Kanten ohne Poly-
ederecken. Die notwendigen Modifikationen fiir Polyedergebiete
werden in 3.5. angegeben.

3.2.2. Bezeichnungen. (i) Es bezeichnen he(0,1) und me(0,1]
die Parameter der Vernetzung (vgl. auch 3.2.1. (ia)) sowie n=
n(h) eine naturllche Zahl 1n der GroBenordnung h . Weiterhin
seien definiert: ; -b(lh) , i=0..n, h;:=r;-r; 4, i=l..n,
n
={xeﬁ: r,_y £dist(x,M) <1‘} i=1l..n, und .ﬁ:=LJd£. Die
i=1
Konstante b sei so gewdhlt, daB r,<g, (o, vgl. 1.1.2.), d.h.,
der singulédre Anteil der Losung verschwindet auBerhalb D.

(ii) Lemma. Mit den in (i) festgelegten Bezeichnungen gelten
folgende Beziehungen:

bnri ¥ < b, s (1/u)b’hr} i=1..n

I‘!_l < I‘l < 21‘,#1'1___1, i=2..n
1/u-1 .

hy, < h s (12" 'n, i=2..n

1
Beweis. Es gilt laut Definition hy=r,-r, ,=b(ih)"*-b((i-1)n)"*

=bh (i h)uﬂi[ i(i%l)ﬂnl. Indem Minimum wund Maximum der
Funktion g(x):=x—x(§§£)uu, x>0, bestimmt wird, erhdlt man
1 1
1<i- i(11_)1”‘S;E VielN und somit die erste Ungleichung.
pa i-= ()" fur i22 gilt, folgt mit 1<-—s2
T i-1 i-1

unmittelbar die zweite Ungleichung.

Aus den ersten. belden Ungleichungen folgt: lyS(l/M)thr?wS
2 1/m)b'nr ¥ < 2Y*(1/u)h,_,. Die Feststellung, daB h,  =h,

fur M=l und h; ;<h, fir u<1l infolge der Konvexitat von

g(x)=x u’ vervollstdndigt den Beweis. ]

(iii) Nachdem  vernetzt ist (vgl. 3.2.3.), wird mit d? die
Vereinigung aller derienigen Tetraeder bezeichnet, deren
Abstand zur Mannigfaltigkeit M in Intervall [rhl,r) llegt,
i=1l.,.n. Weiterhin werden D* als die Vereinigung der d
i=l..n, das Q approximierende Gebiet ot als Vereinigung aller
Tetraeder der Vernetzung und I als Rand von Q" definiert.
Knotenpunkte, die auf rh liegen, werden als Randpunkte be-
zeichnet, alle anderen sind innere Knoten.

3.2.3. Vernetzung. Unter Beachtung von 3.2.1.(i) wird die
Vernetzung J, so gewdhlt, daB folgende Forderungen erfiillt
sind:

(i) Der Durchmesser aller Tetraeder, die durchschnittsfremd
mit L sind, liegt in der GréBenordnung h, widhrend der Durch-
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messer aller Tetraeder, die einen nichtleeren Durchschnitt
mit d; haben, in der GréBenordnung h; liegt. (DaB Tetraeder
mit zwei benachbarten d; gemeinsame Punkte haben kodnnen,
stdért nicht, da h; und h,, in der gleichen GroéRenordnung
liegen , vgl.3.2.2.(ii).)

(ii) Alle Randknoten K , die zu d? gehéren, haben einen Ab-
stand dist(K, F)<Ch zu I'= &9. Alle anderen Randknoten K haben
einen Abstand dist(K, F)<Ch zu I.

(iii) Beim Dirichlet-Problem gelte ohcli, widhrend bei Proble-
men mit natiirlichen Randbedingungen Dcoh gefordert wird.

3.2.4. Konstruktion verfeinerter Netze. Mit der Frage der
Existenz und Konstruktionsmdglichkeiten solcher Netze haben
sich bereits mehrere Autoren beschiaftigt.

(i) Fritzsch [1989] beschreibt einen Algorithmus zu dyadi-
schen Gitterzerlegung und untersucht, in welchen F&éllen die-
ser Algorithmus endlich ist. Die in 3.2.2./3.2.3. beschriebe-
ne Klasse von Netzen gehdrt dazu.

Der Grundgedanke besteht darin, von einer Anfangsvernetzung
ausgehend, die Elemente so lange zu unterteilen, bis die Ver-
feinerungsbedingungen (vgl. 3.2.3.) erfiillt sind.

(ii) In der Monographie von Wakaypos [1989, §2.6, 8§2.7] sind
Algorithmen und auch eine gute Bibliographie zur Triangula-
tion dreidimensionaler Gebiete angegeben. Zur Netzverfeine-
rung in der Umgebung ausgewdhlter Punkte und Linien werden
zwei Strategien vorgeschlagen:
(a) Verwenden einer nichteuklidischen Metrik in herkémmlichen
Vernetzungsalgorithmen
(b) Transformation von @ auf ein Gebiet Q’, Vernetzung von Q’
(ohne Verfeinerung) und Ricktransformation
Die Schwierigkeit wird auf das Finden einer geeigneten Metrik
bzw. Abbildungsvorschrift verlagert. In der genannten Litera-
turstelle wird diese diskutiert, bis 2zu einer Realisierung
fiir dreidimensionale Aufgaben sind jedoch noch weitere Unter-
suchungen notwendig. Eine Realisierung von (a) wire dann
jedoch sehr elegant.

3.2.5. Lemma. Die Anzahl der Elemente bei Vernetzungen, die
den Bedlngungen 3 2.3, geniigen, liegt_ in der Groéfenordnung
n-Y%  fir u<i, b o|lnh| fir M= und h° fér m>3, d.h., fir
pu>3 liegt die Elementanzahl bei verfeinerten Netzen in der
gleichen Ordnung wie bei nicht verfeinerten Netzen.

Beweis. (i) Das Volumen V; von d? liegt in der GroBenordnung

2% ,. TFolglich gilt mit 3.2.2.(1) Vm(in)**-((i-1)n)**

2/ u-1
isd / hZ/.M.
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-3
(ii) Fiir die Anzahl der Volumenelemente in d? gilt w~Vh;

-4 .-3 2/u-1. 2 -y -3(1-u)
und mit (1) und 3.2.2.(ii) v, Vy(hrt *) e (7424 (40) 0

-1/ 21
=h f.ul g )

Folglich gilt fiir die Gesamtanzahl der Volumen-
-1p & .21
T fRE:i f i
i=1
me nach oben und u%ten analog zum Integralkriterium fir Rei-
hen folgt mit n~h die Behauptung. Dabei miissen die Fédlle
m<s, m=3, 4<m<}, M=% und M>% unterschieden werden. Das soll
an dieser Stelle nicht vorgefiihrt werden. [ |

T
elemente v=2vim . Durch Abschidtzung der Sum-
i=1

3.2.6. Die Riume ¥, und ¥,;. (i) Der Raum V, ist mit einer
Vernetzung T3, fir die Ocoh gilt, assoziiert. Er besteht aus
allen iiber Q* stetigen Funktionen vy, deren Einschrénkung auf
ein beliebiges Tetraeder AeJ}, eine (affin) lineare Funktion
ist: Ja;, i=0..3: vh|A=a0+a1x1+a.2x2+a3x3.

Als Basis in Vh wird die Menge der Funktionen aus Vh betrach-
tet, die in je einem Knoten den Wert Eins und in allen ande-
ren Knoten den Wert Null annehmen.

Die Funktionegzaus Vh sind offenbar auf { definiert, und es
gilt th:V==W' (). (Dabei wird die Menge der auf Q einge-
schrinkten Funktionen aus Vh mit Vh identifiziert.)

(11) Der Raum Voh ist mit einer Vernetzung J;, fir die hel
gilt, assoziiert. Er besteht aus allen iliber { stetigen Funk-
tionen v, deren Einschriankung auf ein beliebiges Tetraeder
AeT; eine (affin) lineare Funktion und deren Einschrénkung
auf 0O\int(Q*) identisch Null ist. (Funktionen aus Voh nehmen
folglich auf Iy den Wert Null an. )

Als Basis in Vm& wird die Menge der Funktionen aus sz be-
trachtet, die in je einem inneren Knoten den Wert Eins und in
allen anderen Knoten den Wert Null annehmen.

Die Funktionen aus Voh sind offenbari%uf 3 definiert und auf
82 gleich Null. Es gilt Vg, <V, = {veW ™ (Q2): v|;=0}.

3,2.7. Interpolation. (i) Definition. Sei v(x) eine stetige
Funktion. Dann wird die Interpolante ﬂhvevh (bzw. ﬂhvevwﬁ
als Linearkombination der in 3.2.6. erklarten Basisfunktionen
definiert, wobei die Koeffizienten gleich den Werten von v(x)
in den entsprechenden Knotenpunkten sind.

(ii) Bemerkung. Im Falle Q"\O%#2 muf die zu interpolierende
Funktion zunichst auf @* fortgesetzt werden.

Die Einschrinkung der in (i) definierten "globalen" Interpo-
lante auf ein Tetraeder AeJ; stimmt mit der in 3.1.4. defi-
nierten "lokalen" Interpolante iiberein.
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(iii) Bemerkung. In Falle O\Q**%# stimmt die Einschrinkung der
in (i) definierten globalen Interpolante auf ein Tetraeder
hedy mit der lokalen Interpolante nur dann iiberein, wenn alle
Randknoten auf &Q liegen. (Die globale Interpolante, wie sie
in (i) definiert ist, gehdért zu Voh und nimmt somit in Rand-
knoten den Wert Null an. Damit unterscheidet sie sich dort
i.allg. vom Funktionswert von u.) Da das nicht vorausgesetzt
werden kann, ist es fiir die Interpolationsfehlerabschédtzung
in 3.4, notwendig, einen weiteren Operator ﬂi zu betrachten,
der wie folgt definiert wird:

Es gilt Mju=u in allen Knotenpunkten.

Die Einschridnkung von ng auf ein Tetraeder AeJ; ist eine

{affin) lineare Funktion.

3.2.8. Satz (Inverse Ungleichung). Sei ¥ eine Familie quasi-
uniformer Vernetzungen Jj und AeT3e¥F ein zu A affin Bquiva-
lentes Tetraederelement mit dem Umkugeldurchmesser h. Dann
gilt fiir alle iiber A (affin) linearen Funktionen vy:

[vas W2A)| £ e [vas Ly(a)].

Zum Beweis vgl. [Ciarlet 1978, Theorem 3.2.6.]. Dort ist eine
wesentlich allgemeinere Aussage unter stédrkeren Forderungen
gezeigt. Die hier formulierte Behauptung findet man im ersten
Teil des Bewelises.

3.3. Globale Interpolationsfehlerabschatzung

- natiirliche Randbedingungen -

3.3.1. Vorbemerkungen. (i) Fiir die Abschatzung des Interpola-
tionsfehlers bei stiickweise linearen Ansatzfunktionen wird
i.allg. vorausg;setzt, dal die zu interpolierende Funktion
aus dem Raum W' (Q) ist. Die Ldsung u des betrachteten Rand-
wertproblems 1.4.8. besitzt diese Eigenschaft nicht.

Deshalb wird zum singuldren Anteil u, der Lo&sung u zundchst
eine regularisierte Funktion bestimmt, die in gewissem Sinne
nahe bei u, liegt. Dazu eignet sich die Steklovsche Mittelung
(vgl. 2.5.). Es ist nun die Differenz zwischen dem singuléaren
Anteil u, der Losung u und der Interpolante der gemittelten
Funktion %ug abzuschitzen., Mit Hilfe der Dreiecksungleichung
kann das Problem in zwei Teilprobleme zerlegt werden, wobei
das zweite ein Interpolationsproblem begiiglich der W’Z—Funk—
tion ug ist:
I u34kuill < | usvu§|| + u§4ku§"-

Die Abschitzung des Interpolationsfehlers filir den reguléren
Anteil erfolgt wie gewohnt.
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(ii) Sowohl fiir die Mittelung als auch fiir die Interpolation
(i.allg. ist oM\[#2) ist es notwendig, u zundchst iiber den
Rand hinaus fortzusetzen (vgl. 2.4.). Die fortgesetzte Funk-
tion Fu wird der Einfachheit halber wieder mit u bezeichnet,
da keine MiBverstindnisse entstehen kénnen.

(iii) Im folgenden werden zundchst vier Lemmata bewiesen, die
Ergebnisse werden dann in Satz 3.3.6. zusammengefaft. Eine
Diskussion des Resultats erfolgt dann in 3.6.

Es gelten die in 3.2.2. eingefilihrten Bezeichnungen.

3.3.2. Lemma. Sei D, = {xeR’: dist(x,M)<g;} = {xeR’: £(r)>0}
(¢, vgl. 1.1.2.). Die Funktion u, =£(r)r@(p)x(x) werde ent-
sprechend 2.4.10. auf D, fortgesetzt. Weiterhin seien [, der
in 3.2.7. eingefithrte Interpolationsoperator und uﬁ die Stek-
lov-Mittelung von u,, wobei ¢=h,/5. Unter der Voraussetzung
M<A gilt fiir die Interpolante [hu,:

1,2 2,2
|u-hul; W"(D)| = oh|x; Wy (D).
Beweis. (i) Mit Hilfe von Dcd?, der Dreiecksungleichung, der

Ungleichung (a+b)? £22% +2b*, Lemma 2.5.8. und Folgerung
3.1.5.(iii) erhalt man:

lug-Muls W2(@2) |7 5 2 [uz-uds W2R) |+ 2 |ul-muls WM |°

2 I u, u W (dh]| +2lus—u§; Wi'zii'}h\d*f]]z+2§i Agdhl ug—ﬂhug; Wi’zfﬂs”z
- i

IA

2 2 ! - ;
o’ (ug, B3 WHdh)) +cw’ (uy, Be; W %ok\ah))+c & b2 | ugs sz(dﬂ‘”z
im]
Diese Summanden werden nun einzeln abgeschatzt:

(ii) Mit Hilfe von 2.5.3., 2.4.11. und h;=5¢ erhdlt man Y=>0:

o (ug, 303 W2 (dh)) < e uy; W20,
< c 2% x; WX (D))

(iii) Sei i@={xeﬂ+: dist(x,M)>p0}. Da u,=0 auBerhalb von D,
gilt mit Hilfe von 2.5.3.:

o’ (uy,Bo; WE(P\})) < 30° Jug; W (D)

201-a+e) | 2(4-nte) )
Man kann nun @ {r in ﬁg ausnutzen, um 2Zu elner

gewichteten Norm iiberzugehen, die dann mit 2.4.11. weiter
nach oben abgeschdtzt werden kann. Mit h1=5Q erhidlt man ¥£>0:

ug, s W2(DM\a})) = 30" [lu,; Wi m(iD )

cha™™® |y WiZ (D))

IA

IA

(iv) Mit Hilfe von Lemma 2.5.9., h;=5¢ und (ii) erhdlt man

Ye>0:

2,2 2 1,2

IA

hf- QQ_zwz(us,ﬁQ; W

2(A—¢) 2,2
o2 |lx; W22 (D))*

by [u; W*%(dh)| (dh))

IA
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(v) Mit Hilfe von 3.2.2.(ii) erhdlt man fur ge(0,A-p)
1-Ake

I

h, £ Chrs® < Chrj* < Ch(3r,;/5)"™ = Ch(r;-20)"" < Ch(r-2¢)

1-A+e

bzw. h € Chri e € Ch(r_,-20) * € Ch(r,;-2g) " ,i=3.

1

A

Folglich gilt:
R, 2,2 2 z & 2(1-¥+e) 2,2 2
L b} lui:w (@})|” = oh” L (1 4-20) €|u§;w (a})]
-~ i=1

Nun werden die Eigenschaften der Mittelung ausgenutzt. Mit
Hilfe von 2.5.3. und 2.5.4. gilt:

zZ @ Z 4
Ou, (a_aiL)e e A G r I P R N B
%, 9% X 0% 82° @ 8x,8x% ;
Da auferdem r;, ;-2¢ < r(x+z) fur xed?, FEQp, 1i=2..n, folgt:
2 @ 2 P
g ey dug 2, _ PN 201-n+e) @ uS(x+3)d o
zr%m)a u(x+3)
—sA g g 5
< 5z )I {, ) T, 7 o

Durch Aufsummieren und Anwenden. der verallgemeinerten
Minkowski-Ungleichung 2.5.6. erhdlt man
B2 5 2R 2 2~ 2 2
Lhi |ug; Wa)|"scne” E [ J r(x+z) dg{ dz
i=2 k=1 gh\ gh| @
; 1 2 i 2
2 - 3 2
s ohe L {Qf { I dx] dg}
k=1 \Me Lph\ah
Der Ausdruck in der eckigen Klammer 1aBt sich mit
lug; Wi'5,e(D,)] grob nach oben abschétzen und aus dem

Integral uUber z ziehen. AnschliefBend verwendet man noch Satz
L S 1 [

2A-nte) é‘zus (x+3)
3xk3xj

z
20-wrey & ug (%+2)
axkan

r(x+z)

2,2

zh1| & WP < on® ugs Wi ) s on® s WYE@))

Setzt man die Abschitzungen (ii) bis (v) in (i) ein, so
erhdlt man

lug-Muls W2@2) |7 s o(n™+n) s WoH ()|

IA

und mit h1=ah”ﬁ flir e<A-u die Behauptung. -]

3.3.3. Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.2. und
MZA gilt Ye>0: L5 sy .
» ATE. 0

lug-Mpud; W) < o0 s WYT(D)

Beweis. Der Beweis lduft vollig analog zum Beweis von 3.3.2.
Lediglich in (v) muB man h;, i=2..n, anders abschatzen:

(- - -2 — (-
h, = BN < oih(r,y-20) 1 T (vel.3.3.2.(v)
Da h; £ C(r;_1-22), i=2..n, folgt wegen 1-(A-2)}/M>0

(A~ u}fM

(A ) A=)/ Yt 1)/ b (a-e)/ i
h; £ Ch

(r,,-20) - Ch (r,_,-20) """
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3.3.4., Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.2, gilt
fiir pu<(14n)/2: 5 22

"us—ﬂhug; Lz(&))” < Ch ||g; W, (2})“.
Beweis. Analog 3.3.2.(i) zeigt man

2 1,2

lus-huds Ly(@)] = ce®w’(u,,V3e; Wi(dh)) +

+ Co° W’ (uy, 3o W2 (DM\a})) + czh s W () |°.

3.3.2.(ii) bis (v) gelten auch hier, ledlgllch bei der Ab-
schitzung von h; in (v) erhalt man:

1-2+ey/2

h; < Ch(rli—ZQ) < Ch( 51'29)( +€l:
so daB man, indem Ean den Faktor Qz = Chf vor dem Steigkeits-
modul grob mit Ch™ abschitzt, wie in 3.3.2. die Behauptung
erhalt. [ |

3.3.5. Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.2. und
und uz(1+7)/2 gllt Y£>0:
(1+>\— ) 2,2
o s Lo(@)] = ob™™ s W

Beweis. Der Beweis verlauft analog den vorhergehenden Bewei-
sen. Die Abschétzung fiir h; ist hier:

ki {d+2—e) /20 (1-2a+er /2

IA

3.3.6. Satz. Sei u=u,+w die Funktion mit den Eigenschaften

1.4.8., fortgesetzt auf Q+H=U9hu$+ entsprechend 2.4.10. (&
F
ist eine Familie von Triangulationen). Weiterhin seien ue die

Steklov-Mittelung von ug mit g=h;/5 und M, der in 3.2.7. e1n~
gefiihrte Interpolationsoperator. Fir die Funktion Uy: —[ku Hlpw
gilt:

1,2 ch|f; Lo(2), wenn M<A
|u-Uy; W(Q)| = { l'\_e”i
Ch I £ Lz(Q)", wenn M2A
2
_ ch” | £; Lo(@) |, wenn pM<(14N)/2
[u-Uas Le(@)] < { (4+2-e) fu
Ch | £ LZ(Q)", wenn uM2(1+Xh)/2

D.h., bei ausreichender Verfeinerung kann die optimale Appro-
ximationsordnung erreicht werden.

Beweis. Als direkte Folgerung aus 3.1.5.(iii), h;£Ch und der
beschridnkten Fortsetzung von w gilt:

lw-mws W(2)| < oh |w; WP(9,)| = cn |w; W*(e)|
und  [w-lyw; Ly(@)| < ob® |w; W*(2,)] = on® |w; W*¥(2)].

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fir lrdh=(us4hu§)+(w4hw)
den Lemmata 3.3.2. bis 3.3.5. und der Ungleichung in 1.4.8.
folgt die Behauptung. ]
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3.4, Globale Interpolationsfehlerabschédtzung

- wesentliche Randbedingungen -

3.4.1. Vorbemerkungen. (i) Zunichst sei festgestellté dafl die

Lésung u des Randwertproblems 1.4.4. aus W () und

somlt 1nfol e R>11§tet1g 1SE.€(Entsprechend 2.1.3.(iv) ist
s’ J

Vimw Q)qwlww(g)gw (Q)-W ().) Es ist also moglich,

die Interpolante zu bilden.

(ii) Die besonderen Schwierigkeiten bei der Untersuchung des
Interpolationsfehlers u—ﬂhu resultieren aus der Unméglichkeit
einer exakten Vernetzung von Q. Zum einen muff man sich mit
einem Randstreifen Q\9* auseinandersetzen, zum anderen ist
entsprechend der Definition von [zu in 3.2.7. Nzu*u in Rand-
knoten, die nicht auf 82 liegen (vgl. 3.2.7.(iii)).

(iii) Zum Beweis der Interpolationsfehlerabschidtzung wird ein
anderer Weg als in 3.3. gegangen. Die Idee geht auf Fritzsch
[1989] =zuriick. Dort wurde jedoch von exakter Vernetzbarkeit
ausgegangen.

Es werden zunidchst drei Lemmata bewiesen, aus denen unmittel-
bar Satz 3.4.5. folgt. Eine Diskussion des Resultats erfolgt
dann in 3.6.

3.4.2. Lemma. Seien ﬂh der in 3.2.7. eingefithrte Interpola-
tionsoperator und di-diudl. Die Funktion u besitze die 1in
1.4.2. beschriebenen Eigenschaften. Dann gilt:

lu-Maus Ly(apl < ohy™ |25 Ly(2)]
und |u-Maus W2(ap)| < cni [ £5 Ly(o)].

Beweis. (i) Da r<Ch, in d; gilt, folgt fir 7<k:

+. 12 2k~ 2=k 2 2k-1) k,z2, +,,2
lu; Lo(a)|® < on2™® f 2" Fuax < cnp C Jus VO(d)IT und

dy

2(k-1-7) I 2(r-k+1
T

% (p%u)?dxschs
led=1

VEZ () )1®.
dl
(ii) Es gilt |[Mu;L,(d M—( gd?mhu;L |l )V2 ( dhmesﬁ(maxmu) f&.

Das Maximum iiber einem Tetraeder A nimmt ju in einem der vier
Knoten an, dieser werde mit K, bezeichnet. Es ist zu bemer-
ken, daB K, ein innerer Knoten ist, da in allen Randknoten
Mu=0 ist. (Falls ein Tetraeder nur Randknoten besitzt, so ist
dort Mpu=0, und es braucht nicht in die Summation einbezogen
werden.) Es gilt also RA:=dist(Kﬁ,M)>0. Bezeichne nun B, die
Kugel um K, mit dem Radius %RA, dann folgt aus der eingangs
aufgestellten Ungleichung mit Hilfe von Lemma 2.1.4,(iii):

+ 3,2 2(k-7)-3 k,2 2, 3
IMhus Ly(d)l s chy'™ ( Z RA Jus V.7 (BA7) %
Acd1
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Die Feststellungen , daB R, in der GrdBenordnung h, liegt und
daB sich nur eine beschridnkte, von h unabhdngige Anzahl der
Kugeln B, iiberschneiden kdnnen, erlauben die SchluBfolgerung:

I L@l < ony® us V(o]

(iii) Mit Hilfe der inversen Ungleichung 3.2.8. folgt aus (ii):

|I'Ihu;wi'2(dz)|l < Chli_i_T lu; V];'z(ﬂ)l.

(iv) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Ungleichung in
1.4,2. folgt aus (i) und (ii) bzw. (i) und (iii) die Behaup-
tung. ]

3.4.3. Lemma. Se}en M, der in 3.2.7. einge%ﬁhrte Interpola-
tionsoperator, dim%ud?, i=l..n, und Q_:=Q\d,;. Dann gilt mit
den Bezeichnungen aus 1.4.2. und 3.2.2.:

Ch?“f;IQ(Q)H, wenn u<(1+4))/2
Ch(1+?\—e)/,u

Ju-fus Ly(e)] < {
I£; Lo(@)], wenn m2(14r)/2
Beweis. (i) Sei @F:=@M\d]=0"\d}. Dann gilt offenbar:
2 2 2
lu-Myus Lye)|® = Ju-Myu; L) |® + Jus Lyce \e?)|
2 2 2
< 2|u-MNpu; L) || + 2N u-Nyu; Lz(ﬂﬁ)" + us LZ(Q_\Qf)".
(N, wurde in 3.2.7.(iii) eingefithrt.) Diese Summanden sollen
nun abgeschatzt werden.
(ii) Da ueW??(9h), gilt mit 3.1.5.(iii):
n
[u-Ngu; LZ(QE)IIZ < Czh‘: |us Wz’z(di?)lz + on® | us Wz'z(Qh\i}th.
i=2

(iii) Mit Hilfe der Abschidtzungen 2.6.2. in Randstreifen
folgt:

lu Lyeat))® = £ Jus Locapned))®
i=

+ Ju; Ly(a\em\o)|?

n
< eI b lu; WP%(a))® + on® |u; WP (e\m)|®
=2

il=

(iv) ng—ﬂhu ist eine Funktion, die in allen Tetraedern
linear ist, in den Randknoten mit u iibereinstimmt und in den
inneren Knoten Null ist. Im folgenden sollen nur solche
Tetraeder A betrachtet werden, 1in denen ﬂéu—ﬂhu nicht
verschwindet, d.h., A besitzt mindestens einen Randknoten. Es
gilt folglich:

N u-Mu; Ly(a)|? < mesa Jus C(a)]®.
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Nun wird A g%f das Referenztetraeder A transformiert, die
Einbettung W' (A)gC(A) verwendet und riicktransformiert. Man
erhialt (vgl. 3.1.3.)

2
mesA ||u; C(A)"z < C(ﬁ)glh? Iu; WLZ(A)‘Z, falls ﬂcd?, i=2..n,
=0

2
bzw. mesA [u; C(A)]% < c(@) & b |u; W3(a)|?, falls Acob\oh.
=0

Diese Abschdtzungen werden nun aufsummiert. Dabei wird ausge-
nutzt, daB alle betreffenden Tetraeder in Randstreifen lie-
gen, fiir die die Abschitzungen 2.6.2. gelten. Man erhadlt:

In;u-Myus L) |2 < ¢ B uf u; W2(a) 1% + on® u; W22 (2\0))? (%)
i=2

(Exakter: Sei ¢; die Vereinigung aller dj, die einen nicht-
leeren Durchschnitt mit d? besitzen, so daB d?cd“ i=2..n.
Gegebenenfalls wird auch Q\? in die Vereinigung einbezogen.
(I.allg. wird sein: d;=d;vd;,. 1i=2..n-1, dh=dnU(Q\$).) Es
wird nun in d; ein Randstreifen §5; (Definition vgl. 2.6.2.)
mit einer Breite in der Gr&Benordnung h,, i=2..n, betrachtet.
Offenbar liegen alle Tetraeder Acd?, in denen ﬂgu\ﬂhu nicht
verschwindet, in diesem Randstreifen. Fir S; gilt jedoch ent-
sprechend 2.6.2.:

lus Ly(s;)] < ob? Jus W2%(d;) | und |u; WP(s,)| < ohy us W5 ().

Mit Hilfe analoger Betrachtungen filir die Tetraeder aus Qh\ﬁh,
die in einem Randstreifen von 2\2 der Breite Ch liegen, und
durch geeignetes Aufsummieren aller in diesem Abschnitt er-
haltenen Abschédtzungen folgt:

p
I u-Mus Ly(et)|® < ¢ & i us W% () |* + cn® Ju; W>% (o\D) |2,
isd

Die Bemerkung, daB sich nur eine von der Art der Vernetzung,
jedoch nicht von der Schrittweite abhdngige, endliche Anzahl
der Bereiche d; liberschneiden, liefert die Ungleichung (%).)

(v) Um zur gewiinschten gewichteten Norm zu gelangen, formt
man h;, wie folgt mit Hilfe von 3.2.2.(1ii) um.
Falls mu<3(1+4A), dann gilt fir €€ (0,1+A-2M) und i=2..n:

1-u .4 4 Z2{1->+e) 4r2{1—?s+£)

nf soh*(ri¥)* ccn'ri ¥ <ch n d;, bzw. d}

l.
Falls hingegen uM23(1+A) (folglich 4-2(1l+\-g)/mu20), schatzt
man wie folgt ab (i=2..n, £€(0,1-A)):

4 2{1+x—¢} 4-2{1+2—¢} 2{+2—-arf u 1=  2(4+2-e)/ . 4-2(1+2-ed/p
h; = h’ p * < ch (r; %) T
i H i i-1 i-1
20d+r=eyfu 2{4+x—e} 204+2=e)/u  2{d+x—e) .
= Ch / ri_q £ Ch Y in d; bzw. di-‘.

(vi) Setzt man nun die in (ii), (iii) und (iv) erhaltenen Ab-
schiatzungen in (i) ein und verwendet (v) zur Abschdtzung der
h,, so erhidlt man:
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lu-Mu; L@ )|® < on* [u; Wi 2, (@) 2+cn® [u; W*@\D)|* (u<3(140) bazw.

2,2 2 4
u; W2 (@)% +cn*u; W2i\D)|* (u23(1+0).
Die Einbettung Vixm Q)qwipwe(g) sowie die Feststellung,

da} die Normen in W% (2\2) wund lew(g\ﬁ) sdquivalent sind,
fiihren zu den folgenden Abschatzungen:

lu-Mhus Ly(2 )| < ch® flu; Vi25, ()] (M<E(1+))) bzw.
+r—e) 2,2
lu-fyu; Ly(e )| < cn™™ %% jlu; VIS, (2)] (u23(140)).
Die Ungleichung aus 1.4.2. vervollstdandigt den Beweis. m

3,4.4, Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4.3. gilt:

u-Myu; wta(ﬂ_)| < {

wenn u<A

meE e Lyo)|.  wenn ux\

Ch

Beweis. Analog 3.4.2.(i), (ii) und (iii) zeigt man:

| u-MyusWo%eL)| <2 | u-Njus W) | 242 | N u-Nu s W5(0R) | %+ | ws W 5o \ah) |
|u-Nju; W2 (k) |* < thf | us wz’z(d’;nz + on’ |u; WX (2h\aoh)|®

lus W \ah)|?

IA

2 2 2,2 2
th lu; W (da-)ll + Ch” [|lu; W7 (e\D)]
i=2
Analog 3.4.3.(iv), Jjedoch unter zusétzlicher Verwendung der

inversen Ungleichung 3.2.8. zeigt man:
1,2 2,2 2
|Npu-Myu; W (Qh)| <c}:h la; W (d)" +Ch° |u; W 22 a\D) |2

Mit den gleichen Gedanken wie in 3.4.3.(v) schitzt man h in
d;, bzw. d? ab, i=2..n:
Falls p<h, €€ (0,A-p), gilt h; < Chr

Falls m2h, €€(0,1-A), gilt h, <Ch" €>fur1~>s+e.

Mit diesen Abschitzungen erhilt man analog 3.4.3.(vi) die Be-

7%+€

hauptung. [ |
3.4,5, Satz. Seien u die Funktion mit den Eigenschaften
1.4.2. und [l der in 3.2.7. eingefihrte Interpolationsopera-
tor. Dann gilt:
2
ch” || £; Lo(2)], wenn M<(1+A)/2
fu-yws Ly s { 7 103 DO et
Ch I£; L), wenn m2(1+\)/2
3 <
Ch # Hf; L(a)|, wenn M2\

Der Satz ist eine Folgerung aus den Lemmata 3.4.2. und 3. % 3.
bzw. 3.4.2. und 3.4.4. unter Verwendung der Beziehung h;=Ch
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3.5. Polyedergebiete

3.5.1. Vorbemerkungen. (i) Ein Polyeder besitzt neben Kanten
auch Ecken. Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, daB die
vorgeschlagenen Netzverfeinerungsstrategien auch hier anwend-
bar sind und eine entsprechende Abschédtzung des Interpola-
tionsfehlers erlauben.

Betrachtet werden dabei die Randwertaufgaben 1.4.11., und
1.4.12. Nach der Einfiihrung der verwendeten Bezeichnungen und
einer Bemerkung zum Funktionenraum Vaﬁ(ﬂ) wird in 3.5.4. die
Vernetzung beschrieben und in den S&atzen 3.5.6., und 3.5.7.
der Interpolationsfehler abgeschatzt.

(ii) Ungeachtet dessen, daB durch die Polyederecken im Ver-
gleich zu den Kantenproblemen eine neue Qualitadt in die Auf-
gabe hineingetragen wird, kann die Fehlerabschidtzung analog
zu 3.4. bewiesen werden. Sie vereinfacht sich sich sogar in
der Hinsicht, daB die Randfehlerabschétzung entfdallt, weil
Polyeder exakt mit Tetraedern vernetzbar sind.

(iii) Als Schwierigkeit fir konkrete Probleme kann sich die
Bestimmung der optimalen Gewichte fir die Sobolevrdume erwei-
sen, in denen die Losung liegt. Dies soll hier jedoch hier
nicht behandelt werden, vgl. dazu z.B. [Magbsa/llnamMmeHeBCKUA
1983a,b], [von Petersdorff/Stephan 1988], [Stephan/Whiteman
1988] und die dort zitierte Literatur.

3.5.2. Begeichnungen. (i) Wie bei der Definition des Raumes

Vaﬁ(ﬂ) in 2.1.2.(iii) bezeichne € die Menge der Eckpunkte
(corners), % die Menge der Kanten (edges) und M die Ver-
einigungsmenge aller Ecken und Kanten. Weiterhin seien
r9=dist(x,e), ecd, Qq=dist(x,q), ge® und r=dist(x,M).

(ii) Weiterhin wird in diesem Kapitel eine endliche Uber-
deckung {U;},.; von Q mit offenen Mengen betrachtet, die fol-
gende Eigenschaften hat:

(a) Zu jeder Menge gehdrt hdchstens ein Eckpunkt.

(b) Durch Mengen, die keinen Eckpunkt enthalten geht hoéch-
stens eine Kante.

Dieser Uberdeckung wird eine Zerlegung der Eins zugeordnet:

1=EX1'(95): wobei xi(x)ecm(ﬁ) und suppy;<U;.
iel

3.5.3. Bemerkung zum Funktionenraum. Die folgende Definition
des Raumes V:k(@) ist auch der Arbeit von Magbss und
MnameneBckdi [1983a] entnommen und &dquivalent zu der in
2,1.2.(iii) angegebenen Definition.
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Jedem Eckpunkt g€% wird eine reelle Zahl Ay und Jjeder Kante
e€d eine Zahl b, zugeordnet. V;%(Q) wird nun mit Hilfe der
Uberdeckung {U;},,; und der untergeordneten Zerlegung der
Eins wie folgt definiert:

(i) Gilt fir ein giw;sses i€l die Beziehung iﬂnm:m, dann ist
die Norm im Raum V&E(Q) fiir Funktionen mit einem in U; ent-
haltenen Triager dgquivalent zur Norm in W @(Q).

(ii) Im Falle, daE U;Ne*@ fiir ein ec? und U,n¥%=# erfillt ist,
ist die Normkin Vaﬁ(g) fiir Funktionen v mit suppvcU; zur
Norm |r %v; VJP(Q)" dquivalent.

(iii) Wenn Jjedoch qeU, filir g€¥  und  suppv<cU;, dann ist
B ) a b R t
[v; Voe(2)] dquivalent zu (P M orov; V().
{e: g B}

3.5.4. Vernetzung. (i) Beschreibung. In diesem Abschnitt soll
eine Vernetzung im Sinne der allgemeinen Voraussetzungen
3,2.1.(i),(ii) beschrieben werden. Im Gegensatz zu 3.2. wird
jedoch mehr als ein Netzverfeinerungsparameter betrachtet:
Jeder Kante e<% wird ein Parameter M,£(0,1] und jedem Eck-
punkt qe¥ eine Zahl vqe(O,ll zugeordnet. Das Polyeder wird
nun mit Hilfe von Tetraedern derart vernetzt, daB fir den
Durchmesser h, eines Tetraeders A gilt:

Vee$: hywh[dist(A,e)] ™, falls dist(h,e)>0
hwh'e, falls dist(A,e)=0
¥qe®: hywh[dist(A,q)17°9, falls dist(A,q)>0
h,~h""2, falls dist(A,q)=0

Dabei ist h der die ElementgroBe global charakterisierende
Vernetzungsparameter (vgl. 3.2.2.(i),(ii) und 3.2.3.(1)).

(ii) Bemerkung. Wie in 3.2.5. kann man zeigen, daB die Anzahl
der gzur Verqgtzung bendtigten Tetraederelemente in der Groé-
Benoerdnung h liegt, wenn nur p%>% Yezé. (Analog zum Beweis
in 3.2.5. rechnet man nach, daBl die GréBe von Vg qsé, keinen
EinfluB hat.)

3.5.5. Interpolation. (i) Der Raum Voh wird analog zu
3.2.6.(1ii) beziiglich der in 3.5.4. beschriebenen Vernetzung
definiert. Weiterhin wird der Interpolationsoperator ﬂh wie
in 3.2.7.(1) definiert.

(ii) Bemerkung. Die Stetigkeit von u wurde in 1.4.11. postu-
liert; man koénnte jedoch untersuchen, inwiefern es notwendig
ist. Z.B. zeigen von Petersdorff und Stephan [1988] fiir den
Laplace-Operator, dafl stets uewsz(g), s>%, gilt, falls das
Polyedergebiet 2 keine Risse besitzt. In diesem Fall kann man
die Stetigkeit aus einem Einbettungssatz folgern.
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3.5.6. Satz. Seien u die Ldsung des Problems 1.4.11. und Hh
der in 3.5.5. definierte Interpolationsoperator. Dann gilt:

lu-Myu; Lo(o)| < ob’ [£; Ly,

wenn die Parameter M ecd, und v qe€, so gewdhlt sind, daB

e J q?
b
be < 2 ¥ec$d und - N 3 2. < 2 ¥Yge8, und
1-M, l—vq {ﬁqeﬂlﬁMe
lu-Mpu; Lo() ] = ch’ | £; Lo(@)], 7= min {2-b,, 2-a,- L bl
eed , qel {e:q e}

wenn das Netz nicht verfeinert ist.

Beweis. (i) Mit Hilfe der in 3.5.2.(ii) eingefiihrten Uberdek-
kung und der Zerlegung der Eins kann das Problem in Teilpro-
bleme zerlegt werden, die separat untersucht werden kdnnen:
Es gilt mit u;:i=};u

iel el el
(ii) Sei U e%%e iUiberdeckungsmenge, flir die iﬂanﬁ gilt. Da
folglich ueW’ (@) erfillt ist, erhdlt man mit Hilfe der
Folgerung 3.1.5.(iii)

lug-Mau;s Ly(@) s cb’ fu; WU,

denn h,<Ch. Unter Ausnutzung von 3.5.3.(i) und der Unglei-
chung in 1.4.11., folgt daraus:

lu,~Maus Lo(2)) s o’ |25 Ly(e)

(iii) Sei nun U; eine {berdeckungsmenge, die einen nichtlee-
ren Durchschnitt mit einer Kante e<& besitzt, aber keine Ecke
enthalt: UNe*z, UN%2. Sei weiter UY die Vereinigung aller
Tetraeder A mit dist(A,e)=0. Dann kann man analog zu 3.4.2.
zeigen:

Jug-Myugs Ly(0)] < o(n%)% % 2w V3% (0)].

Fiir die Tetraeder A mit rﬂ:=dist(A,e)>0 gilt 1HEW%2(A) und
folglich analog zu 3.4.3.:

i

fu;-Myu s Ly(a)]| < Chz|‘H3 WZZ(&)l < ChFr?tﬂg h%; W&z(ﬁ)|

< on? [ rPfuy; V22(4)], falls b,s2(1-y,) bazw.
lu;-Nau; s Lo(A)] < Ch}beuzpﬁ%; V?z(ﬁ)u im unverfeinerten Netz.

Durch Summation der erhaltenen Ungleichungen folgt unter Aus-
nutzung von 3.5.3.(ii) und der Ungleichung in 1.4.11.:
2
ch” || f; L, (e falls M <1-%b
fuMhags Lotayl s { O, 18 Bah eS1-4P,
ch™ e |£; Lo() falls pM,=1.

(iv) Sei schlieBlich U; eine Uberdeckungsmenge, die einen
Eckpunkt q&% enthdlt. Wiederum bezeichne U? die Vereinigung
aller Tetraeder A mit dist(A,M)=0., Analog zu 3.4.2. kann man
zeigen:
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4/2 2=t t 2,2
lu;-Npu;; Ly(uf)] < c(h "0y | gy VT ()
1 2-t b 2,2
< o) M gg? N rgfu;s Voo ()
{e:q €&}
wobei tgi=agt b} b,. Fir die Tetraeder A mit dist(A,M)>0
{e.qeé}

gilt im Fall Tq:=—a—'q—+ v De < 2 analog =zu (iii):

1-v, (ergesy LMo

2 27T, anfid-vy b A=)
hy = hy 9h? 7 [ b7 "¢
{e: ¢ cF}
- 1- - o Md-p b
S hZ Tq(}qu yq)caqf 1 Vq I-I (hrt .u'e) e! #e = thO-q I—I ree'
{e:q €&} {e:q €&}
2,2
Folglich erhdlt man unter Ausnutzung Vonl%ew (A):

s b s
=My s Ly(A)| < obZ |u;; W(A)| < ob? o M roeugs V2 ().

{e:qed}
Im unverfeinerten Netz zZeigt man analog

2 2,2 2-t a b 2,2
lu,-Npu; s Lo(A)] s ch™ |u; W (A)]| 2ch” .7 M rou; Vo (M),
{e:q eB}
tyt=agt L b,. Durch Summation der erhaltenen Ungleichun-
{e. g e&}
gen folgt unter Ausnutzung von 3.5.3.(iii) und der Unglei-
chung in 1.4.11. ) a b
ch” | £; Lo(e)|, falls —94— + 3} —2— < 2
15 (egesrl~Me
2

ch” "2 || f; Ly(Q)] falls v =b,=1 Ve:qce

(v) Aus (i) bis (iv) erh#dlt man die Behauptung. B

3.5.7. Satz. Seien u die Lésung des Problems 1.4.11. und [y
der in 3.5.5. definierte Interpolationsoperator. Dann gilt:

[u-Npus W"(2)| s onfz; L),

wenn die Parameter p,, ecd, und Vg qe¥, so gewdhlt sind, daB

b b
e < 1 Yeed und _2a I e < 1 ¥Yqe8 und
1-p, 1Yy (egeyl™Me
1,2 T .
|u-Naus Wo(R)| sch | £5 Ly(@), 7= min {1-D,, 1-a,- L b},
eeE, el {e:qe@}
wenn das Netz nicht verfeinert ist.

Der Satz wird véllig analog zu Satz 3.5.6. bewiesen.

3.5.8. Bemerkungen. (i) Ziel der analytischen Untersuchung
der Ldsungseigenschaften wird es sein, die Gewichte & und &
zu minimieren, um mdéglichst hohe Konvergenzordnungen begrin-
den zu konnen.

(ii) I.allg. wird das Polyeder auch Kanten bzw. Ecken besit-
zen, in deren Umgebung die Losung reguldr ist. In diesenm Fall

verwende man b,=0 bzw. a,+ L b,=0. (Es ware aber auch
{e:qef}

mdglich, die betreffenden U, im Beweis gesondert zu betrach-

ten. )
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3.6. Bemerkungen und Erginzungen

3.6.1. In den Kapiteln 3.2. bis 3.5. wurden fiir drei Aufga-
benstellungen (vgl. 1.4.) verfeinerte Netze vorgeschlagen und
die Konvergenzordnung des Interpolationsfehlers abgeschatzt.
(Die approximierende Funktion in 3.3. werde hier auch als In-
terpolante bezeichnet, da sie ebenfalls mit Hilfe des Inter-
polationsoperators definiert wurde.) Das Hauptergebnis ist,
daB bei geeigneter Netzverfeinerung trotz Ldésungssingularitat
Funktionen v aus dem Raum Vh bzw. Voh angegeben werden Lkoén-
nen, fir die gilt
lu-vy; W"()] < on£; Ly,

lu-vss Ly(@)| < on’ | £;5 Ly(2)]

*

Die Klasse der Aufgaben, fiir die diese Abschidtzungen gelten,
kann erweitert werden. Die Ergebnisse aus 3.3. und 3.4. be-
halten ihre Gliltigkeit auch in Polyedergebieten, in denen al-
le Eckensingularitidten schwicher als die Kantensingularitédten
sind.

Abbildung 3.1. zeigt ein Beispiel eines solchen Gebiets. So-
wohl das Dirichletproblem filir den Laplaceoperator als auch
das gemischte Randwertproblem mit Neumannbedingungen an den
(schraffierten) Stirnfldchen besitzen nur Kantensingularita-
ten [Stephan/ Whiteman 1988].

Bei der Aufgabe mit natiirlichen Randbedingungen mufl in einem
solchen Fall fir die Fehleranalyse nach 3.3. zusadtzlich die
Fortsetzung von Funktionen in der Umgebung der Polyederecken
betrachtet werden. Fiir Ecken, in denen genau drei Kanten zu-
sammenstoBen, ist die Fortsetzbarkeit in 2.4.8. bewiesen.

Abb. 3.1., 3.2. und 3.3.: Beispielgebiete

Andert man ein solches Gebiet dahingehend ab, daB (glatte)
gekriimmte Randfldchen TI; auferhalb der Kante auftreten
(T,ne=%), vgl. z.B. Abbildung 3.2., so bleibt das ohne Ein-
fluB auf das Losungsverhalten und damit bei o.g. Aufgaben auf
die Fehlerabschidtzungen. Deshalb ist auch das Vorgehen in Ka-
pitel 5. zuldssig; dort werden Aufgaben iiber einem Gebiet wie
in Abbildung 3.2. als Test zu Kantensingularitdten betrachtet.
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Die Gebiete konnen dariiber hinaus weiter verzerrt sein, so-
lange sich das Losungsverhalten nicht &ndert, vgl, z.B. Ab-
bildung 3.3. mit einer gekriimmten Kante. Gleiches gilt (fur
die 2./3. Randwertaufgabe zunichst mit der Einschrénkung, daB
in jeder Ecke genau 3 Kanten zusammenstoBen) fiir die Abschat-
zungen in 3.5., falls Polyedergebiete mit gekrimmten Randfla-
chen betrachtet werden.

3.6.2. Variabler Kantenwinkel. Zur Untersuchung der Ldésungs-
eigenschaften bei Aufgaben in Gebieten mit sich entlang der
Kante &nderndem Kantenwinkel w=w({) werden gewdhnlich R&aume
mit Gewicht vom Potenztyp, bei denen sich der Exponent ent-
lang der Kante dndert, betrachtet. Es geniigt aber auch, einen
umfassenderen Raum mit konstantem Exponent in der Gewichts-
funktion zu finden (vgl. z.B. [Sandig 1990, 2.4.].

Falls die auf der Kante definierte Funktion w({), die als
Wert den Innenwinkel besitzt, glatt ist und nirgends den Wert
7 annimmt, sind solche Aufgaben in den in 1.4. definierten
Problemstellungen nicht ausgeschlossen, im Falle der 1. Rand-
wertaufgabe sogar enthalten. Bei der Aufgabe mit natiirlichen
Randbedingungen stért i.allg., daB A als konstant voraus-
gesetzt wird. Es ist anzunehmen, daB sich die Konvergenz-
aussagen fir variables A=A({) analog zeigen lassen, wenn der
Netzsteuerparameter in Abhidngigkeit von minA({) gewdhlt wird.

Vermutlich ist jedoch eine solche Vernetzung (vom theoreti-
schen Standpunkt aus gesehen) nicht optimal. Zu iliberlegen wa-
re, ob man auch entlang der Kante variable Netzsteuerparame-
ter einfiihren sollte. Die Konvergenzaussagen miiften dann ent-
sprechend formuliert und die Beweise verallgemeinert werden.

3.6.3. Logarithmische Terme. Es ist mdglich, daB in der
Losungsdarstellung (vgl. 1.4.8.(ii)) Summanden auftreten, die
den Term lnr enthalten. Vermutlich kann die Interpolations-
fehlerabschatzung auch fiir Losungen solcher Aufgaben bewiesen
werden, indem man ausnutzt, daB fir r<r, die Ungleichung
|lnﬂ£0(£)£1 ¥£>0 gilt. Diese Funktionen wurden jedoch nicht
weiter untersucht.

3.6.4. Gemischte Randbedingungen. Die L&sungen von Randwert-
problemen mit gemischten Randbedingungen besitzen die gleiche
Struktur wie die der hier behandelten Aufgaben. Um entspre-
chende Fehlerabschitzungen zu beweisen, sind folgende Schwie-
rigkeiten zu bewdltigen:

(i) Wie soll das Gebiet vernetzt werden, falls eine exakte
Triangulation nicht mdglich ist? Man muB gegebenenfalls auf
krummlinige Elemente oder nichtkonforme Methoden ausweichen,
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da die Forderung, daB Teilfldachen des Randes mit wesentlichen
Randbedingungen auBerhalb und Teilfl&dchen mnmit natiirlichen
Randbedingungen innerhalb von QP liegen, mit Simplizes 1i.
allg. nicht umsetzbar ist.

(ii) Randwertaufgaben mit gemischten Randbedingungen ké&nnen,
durch Kanten oder Ecken bedingt, 2zu Loésungen filihren, die

3
nicht im Sobolevraum WEJ(Q) enthalten sind. Aus den Einbet-.
tungssdtzen kann somit nicht deren Stetigkeit, die Vorausset-
zung fiir die Anwendung des Interpolationsoperators My, gefol-
gert werden.

In diesem Fall ist der in 3.3. beschriebene Zugang vorteil-
haft, bei dem die L&sung 2zundchst gemittelt und damit in
ihren Glattheitseigenschaften verbessert wird. Das Problem
besteht nun aber darin, daB die gemittelte Funktion i.allg.
die wesentlichen Randbedingungen nicht mehr erfiillt, so daB
ein zusidtzlicher Fehlerterm abzuschidtzen ist.

3.6.5. Konische Punkte. Aufgaben mit konischen Ecken wurden
nicht bearbeitet. Die Ursachen liegen jedoch nicht nicht in
einer besonderen Schwierigkeit dieser Aufgaben, im Gegenteil,
vermutlich sind diese Aufgaben einfacher zu behandeln, als
die hier betrachteten, da die Spannungsintensitdtskoeffizien-
ten wie beim zweidimensionalen Eckenproblem Konstanten sind
[Kufner/Sandig 1987, Kap.I].

3.6.6. Andere Elementtypen. (i) Die Ausfithrungen in dieser
Arbeit beziehen sich fast ausschlieBlich auf Simplexelemente
(Tetraeder) mit linearen Ansatzfunktionen. Diese ermdoglichen
alle aufgefiihrten Abschatzungen.

(ii) Vermutlich kdnnen alle Abschdtzungen in Kapitel 3. auch
bewiesen werden, wenn das Gebiet mit Hexaeder- bzw. Penta-
ederelementen (Dreiecksprismen) vernetzt wird und trilineare
Ansatzfunktionen verwendet werden. Allerdings muB man dann
die Kapitel 4.2. und 4.3. neu iliberdenken, da dort die Eigen-
schaft ausgenutzt wurde, daB die =zweiten Ableitungen der
Funktionen aus Vh in jedem Element verschwinden.

(iii) Ansatzfunktionen hodheren Grades, wie sie z.B. bei
Fritzsch [1989] betrachtet werden, erlauben nur bei LOsungs-
funktionen aus Rdumen mit entsprechend hohem Differentia-
tionsgrad eine Fehlerabschidtzung mit besserer Konvergenzord-
nung als bei linearen Elementen. Dann miiBten die Aufgaben je-
doch glattere rechte Seiten besitzen. Derartige Betrachtungen
wiirden jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

(iv) Es liegt der Wunsch nahe, in der Umgebung der Kanten an-
isotrop zu verfeinern, d.h., es wird nur senkrecht zur Kante
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die Schrittweite verringert, wihrend entlang der Kante die
Elementldnge in der globalen GréBenordnung h liegt. Der Vor-
teil liegt vor allem in einer leichteren Konstruierbarkeit
solcher Netze, einer praktischen Verringerung der Element-
anzahl und dem Wegfall der Beschriankung N>% fiir eine asympto-
tisch gleichbleibende GréBenordnung der Anzahl der Elemente
(vgl. 3.2.5.).

Fiir Randwertaufgaben, deren rechte Seite f in L () mit p>2
liegt, 1st die Interpolationsfehlerabschitzung 1n der L (9)-
bzw. W (2)-Norm wahrscheinlich analog 2zu den hier aufge-
fihrten Beweisen méglich. Die Regularitdtstheorie fiir solche
Losungen ist wohlbekannt [Kufner/Sindig 1987] [S&ndig 1990],
die lokalen Interpolationsfehlerabschidtzungen sind in 3.1.11.
(ii) angegeben.

Flir die Abschidtzung des Finite-Elemente-Fehlers in der WLZ-
bzw. LZ(Q)-Norm sollte qﬁ? jedoch den globalen Interpola-
tionsfehler auch in der W' (Q)-Norm untersuchen.
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4, FEM-Strategien und Approximationsfehlerabschitzungen

4.1. FEM mit und ohne Netzverfeinerung

4,1.1. Betrachtet werden die approximierenden Probleme
1.4.6., 1.4.10., und 1.4.12. Nachdem in Folgerung 2.3.3. die
Existenz und Eindeutigkeit der Lésung u; gezeigt wurde, inte-
ressieren nun Abschidtzungen fiir den Fehler u-u,. Mit Hilfe
des Lemmas von Ced (4.1.2.) kann dieses Problem in der ener-
getischen Norm auf ein Approximationsproblem gzuriickgefiihrt
werden, so daB die Aussagen in Kapitel 3. unmittelbar verwen-
det werden kdnnen. Die Abschidtzungen in der IQ—Norm beruhen
auf der bekannten Idee von Nitsche.

Die Fehlerabschitzungen werden in den Sdtzen 4.1.3. bis
4.1.6. hergeleitet, in 4.1.7. erfolgt eine kurze Diskussion
der Resultate.

4.1.2. Lemma !Ceé); Seien H ein Hilbertraum, f ein Element

des dualen Raums H und a(.,.):HxH—R eine Bilinearform, fiir
die gilt:
la(v,w)| < ¢; |v; H| |w; H| Vv.weH (Beschranktheit)
a(v,v) 2 G, [|v; H|? VveH (Elliptizitit)

Sei weiter Hi,CH ein abgeschlossener Unterraum von H und gelte
fiir ein veH a(v,w) = (f,w) VYweH
und flir ein vyeH, alvy,wy) = (f,w) Vw,eHy, .

[y

Dann gilt Iv-vy; H| = (¢,/C,) wigghﬂv—wh; H|

Das Lemma ist z.B. in [Ciarlet 1978, 2.4.] bewiesen.

4.1,3. Satz., Sei wu die Losung des Problems 1.4.4. (bzw.,
1.4.8.). Entsprechend 3.2.3. und 3.2.6. werde Q vernetzt und
ein Raum voh (bzw. Vh) definiert. Weiterhin bezeichnet u, die
Losung des FEM-Problems 1.4.6. (bzw. 1.4.10.). Fir den Appro-
ximationsfehler gilt (£>0 beliebig):

lu-u,; W2 ()| < { Ch [ f; Ly(Q)] wenn <A

ch'* T H I£; Lo(2)| wenn M2\

Dabei ist A in 1.4.2, (bzw. 1.4.8.) definiert, und M bezeich-
ne den Netzgraduierungsparameter (vgl. 3.2.2.).

Beweis. Die Voraussetzungen des Lemmas 4,1.2, sind mit H=
W' (@) erfiillt (vgl. auch den Beweis in 2.3.2.), so daB die
Existenz einer Funktion aus Hh=voh (bzw Vh) Zu zeigen bleibt,
die die in der Behauptung genannten Abschédtzungen realisiert.
Die S&atze 3.4.5. und 3.3.6. vervollstdndigen somit den Be-
weis.
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4.1.4,. Satz. Sei u die Ldsung des Problems 1.4.11. Entspre-
chend 3.5.4./3.5.5. werde Q vernetzt und der Raum Vm& defi-
niert. Weiterhin bezeichnet u; die L&sung des FEM-Problems
1.4.12. Bei entsprechender Verfeinerung (so daB

TEi— < 1 Vee® und -2 4 E L7 < 1 Vaqe¥, Bezeichnungen

“Me Vg (eqed 1 M
vgl. 3.5.2. bis 3.5.4.) gilt fiir den Approximationsfehler

lu-ug; W"2(2)| < ch£; L),

wadhrend bei einer Vernetzung ohne Verfeinerung nur
i,2
lu-us; W(2)| < on® | £; Ly(e),

7= min {1-b,, 1-aq— v b,}, gezeigt werden kann.
ecE , qel {eiqed)

Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Satz 3.5.7. analog zum
Beweis des vorhergehenden Satzes.

4.1.5. Satz. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.3. gilt:

2
lu-us; Ly(@)] s { oy el wenn ji<h

G SR I £; LZ(Q)“ wenn A

(¢>0 beliebig).

Beweis. Zundchst wird das Dirichletproblem betrachtet.
(i) Entsprechend der Definition von u und u, in 1.4.4. bzw.
1.4.6. gilt fiir alle Funktionen vyeV:
a(u,vh)=(f,vh) und a(uh,vh)=(f,vh),
folglich auch: a(u-uy,vy) =0 Vvhevoh
bzw. a(u-uy,w=-vy ) = a(u-u,,w) Vvhevw“ VWEVO.

(ii) Sei nun w speziell dasjenige Element aus Vo’ filir das
gilt: a(w,v) = (u-uy,v) VveV,.

Da u-uyel,(Q) ist, existiert eine solche Funktion w infolge
des Satzes 2.3.1. (Lax/Milgram).

(iii) Aus (ii) folgt wegen u- uhev

a(w,u-uy) = (u-u,u-uy) = [lu-yy; Ly(Q) ||
Da a(.,.) symmetrisch ist, kann man dlese Gleichung in (i)
einsetzen und erhilt

a(u-uy,w-vy) = [u-uy; LZ(Q)H2 YvieVo .
Setzt man nun speziell vy=Mpw und verwendet die Beschrinkt-
heit der Blllnearform, so folgt:

lu-ups Ly(2) % 2 ¢ Ju-uy; Wo2(Q) | w-Maw; W2(2)].

(iv) Sei m<\, dann gilt laut Satz 4.1.3. [u-u,; W 2(Q)| <
<Ch|f; L,(@)|. Aufgrund der Wahl von w in (ii) gilt 1laut
Satz 3.4.5. [w-Mw; Whe( ()] = ch |u-uy; Diese beiden
Ungleichungen in (111) elngesetzt, erglbt

lu-uss Ly(2)% s ch® |25 Ly(2)|lu-uy; Ly(2)]
und damit die Behauptung. Der Bewels fir u2A erfolgt analog. O
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(v) Fir das Problem mit natiirlichen Randbedingungen zeigt man
die Behauptung in gleicher Weise. Man mufl hier lediglich V3
entsprechend U, in Satz 3.3.6. wahlen. E

(vi) Bemerkung. Im Beweis wurde vorausgestzt, daB w die glei-
chen Eigenschaften wie u besitzt, vgl. 1.4.2. bzw. 1.4.8.,
mit deren Hilfe ja der Interpolationsfehler abgeschitzt wur-
de. Diese Voraussetzung ist statthaft, da sich die Probleme,
deren Losung u bzw. w sind, nur durch die rechte Seite, nicht
aber durch Gebiet bzw. Differentialoperator (Bilinearform)
unterscheiden.

4,.1.6. Satz. Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.1.4.
erfillt. Dann gilt fiir den Approximationsfehler bei entspre-
chend verfeinerter Vernetzung

lu-wys Ly(2)| < cn’ | £;5 Lye)|,
wdhrend bei einer Vernetzung ohne Verfeinerung nur
lu-uys Ly()| < cn™ | £5 Ly(e)|,
T wie in Satz 4.1.4., gilt.

Der Satz kann analog dem vorangegangenen bewiesen werden.

4.1.7. Bemerkungen. (i) Die in diesem Kapitel bewiesenen
S&tze zeigen, daB eine entsprechend 3.2.3. bzw. 3.5.4. durch-
geflihrte Netzverfeinerung geeignet ist, die Approximations-
ordnung der Finite-Elemente-Methoden bei Aufgaben mit Kanten
und Ecken zu verbessern und sogar die gleiche Ordnung wie bei
Aufgaben mit reguldren (WZ (Q)-)Lésungen zu erreichen.

(ii) Bei Kantenproblemen wird die Abh3&ngigkeit der Fehler-
ordnung vom Netzsteuerparameter M betrachtet, das nicht ver-
feinerte Netz ist als Spezialfall M=1 enthalten. Hier werden
die gleichen Resultate wie bei S#ndig [1990] erhalten; in
dieser Arbeit wird der Finite-Elemente-Fehler fiir allgemeiner
gestellte Aufgaben, jedoch ohne Netzverfeinerung und unter
der Voraussetzung der exakten Vernetzbarkeit des Gebiets Q,
untersucht.

(iii) Insbesondere fiir das unverfeinerte Netz entsteht die
Frage nach der Optimalitit der Abschdtzungen. Das Beispiel
(iv) =zeigt, daB keine wesentliche Verbesserung der Fehler-
ordnung erreicht werden kann. Es ist Jedoch ungeklart, ob das
€ in der Abschidtzung bei Kantenproblemen notwendig ist oder
nur beweistechnisch bedingt ist.

Im zweidimensionalen Fall liefern die hier vorgestellten Be-
weisstrategien ebenfalls nur eine Konvergenzordnung A-g,
wdhrend in der Monographie von Oradecsii und Pyxoseuy [1979,
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§6.4.] die Ordnung A gezeigt wird. Der dort angefiihrte Beweis
148t sich jedoch nicht auf den dreidimensionalen Fall iiber-
tragen, da die Voraussetzung, daB der Spannungsintensitidts-
koeffizient ¥ im Zweidimensionalen eine Konstante ist, eine
wesentliche Rolle spielt.

(iv) Beispiel fiir die Optimalit#ét der Abschitzungen. Es seien
we(m,2n) eine reelle Zahl und Q={x=(rcos@,rsin@,§)ema: r<l,
0<p<w, -1<f<1}. Gesucht ist die schwache L&sung von -Au=f in
2, u=0 auf 82, wobei f so gewdhlt wird, daB u=f (x)r*sinkp.
Dabei sind A=rn/w und £(x) eine glatte Abschneidefunktion, fiir
die gilt: £(x)=1 Vx:|x|<3 und £(x)=0 Vx:|x|>2.

Durch Nachrechnen bestiatigt man, daB feLz(Q) ist.

-1
Es wird nun eine Familie F={T, h=(4n) }i;l von Triangula-

tionen ‘Th betrachtet. Diese seien so realisiert, daB man
Jjeweils 3n Tetraeder finden kann, deren Vereinigung gleich
dem Pentaedergebiet P mit den Eckpunkten (05040); (h;0,0);
(0O,h,0), (0,0,%), (h,0,%) und (0,h,%) ist, nadmlich die Tetra-
eder mit den Eckpunkten
(0,0,kh), (h,O,kh), (0:0,[k+1)h) und (Oshrkh);
(0,0,[1{"‘1)1’1), (hsos(k"'l]h)) (hsoskh) und (Oshskh)s
(0,0,(k*1Jh), (h,0,(k*1)h), (0,h,kh) und (0,h,(k+1)h),
k=0. .(n-1).

Sei nun u; die FEM-Losung der o.g. Randwertaufgabe iiber einer
Vernetzung JpeF. Da u; die Randbedingung erfillt, gilt u =0
in den ersten beiden Knoten aller oben aufgefiihrten Tetraeder

und folglich g§h=o in P. Daraus folgt:
1
1,2 a(u—uh) du
-Uuy ; > || —_—r. = .
lu-uss WD 2 =505 Ly(p)] 155 L)l

a8
Durch Nachrechnen zeigt man die Ungleichung HEE—;LZ(PHIZCHﬁ,
1
wobei C eine Konstante ist, die nur von abhédngt. Es gilt:

u=r’*sinig in P, folglich £‘:,—L!—:?s.r%_isin(?\.—1)go und somit

3X1
1 ip 1\2Zh
"gg_; L) 2 2% [ [ (£ sin(r-1)p)rdrdpds
= 00 0

(4

2 sinz(l-l)@dp.

=% 1 (20)™ (2%Zh)

O Sy pj

Damit ist gezeigt, daB man fiir eine Klasse von Randwertaufga-
ben, die die hier angefiihrte enthidlt, iiber einer nicht ver-
feinerten Vernetzung in der WLZ(Q)—Norm keine bessere FEM-
Fehlerordnung als A nachweisen kann.
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4.2, Abschitzungen im Subgebiet

4.2.1. (i) Anliegen. In diesem Abschnitt sollen Kantenproble-
me iber nicht verfeinerten Tetraedernetzen betrachtet werden.
Wie in Satz 4.1.3. gezeigt wurde, konvergiert die Finite-
Elemente-L&sung in Abhingigkeit von der Stirke der Singulari-
tat nur mit einer geringeren Ordnung als Eins:

lu-us; W"2(@) < e’ | £; Ly(2)], A<1, £>0.

Man kann jedoch zeigen, dafB die Ndherungsldsung in einem Sub-
gebiet Q_cQ, das einen positiven Abstand zur Kante hat, mit
der Ordnung Eins gegen die exakte Lésung konvergiert, falls
der Singularitdtenexponent A21 ist:

Ju-uy; W(a )| < ch|f; Ly(2)

(Die Konstante h#éngt natiirlich vom Abstand R der Kante M zum
Subgebiet Q_ ab.) Das heiBt, die verminderte Konvergenzord-
nung im Gesamtgebiet ist nur durch die Singularitiat der
Lésung in der Umgebung der Kante begriindet.

(ii) Beweisidee. Man sieht leicht ein, daB man den Interpola-
tionsfehler im Subgebiet ohne Probleme abschitzen kann. Je-
doch kann man nicht wie iiblich auf den Finite-Elemente-Fehler
schlieBen, da eine Voraussetzung des Lemmas von Ced nicht er-
fillt ist: ug ist i.allg. nicht Ldsung des FEM-Problems iiber
dem Subgebiet.

Es gelingt jedoch mit Hilfe der in 2.7. konstruierten Ab-
schneidefunktion @, den Fehler zwischen u und u; abzuschiat-
zen. Die Funktion Qu ist in definiert, stimmt in Q mit u
liberein, besitzt jedoch keine Singularitit. Die Vorgehenswei-
se wurde fir zweidimensionale Gebiete mit in der Umgebung der
Ecke nichtgekriimmten Rand von Oradecssi und Pyxoeey [1979,
8§6.6] demonstriert.

Der Beweis wird hier fiir die Probleme 1.4.8./1.4.10. (2./3.
Randwertaufgabe) gefiihrt. Zundchst werden vier Lemmata 4.2.3.
bis 4.2.6. bewiesen; die eigentliche Aussage wird in Satsz
4.2.7. formuliert und ist dann nur noch eine einfache SchlufB-
folgerung aus den Lemmata.

4.2.2., Bezeichnungen. (i) Es bezeichnen wieder a;;5 8 und &
die Koeffizienten in der Bilinearform a(.,.) (vgl. LoaTads;
ﬂh den Interpolationsoperator iiber einem unverfeinerten Netz
(vgl. Kap 3.2.), Uh:=ﬂhu§4-ﬂhw die Funktion, fiir die in
3.3. der Fehler u-U; abgeschidtzt wurde und u, die Ndherungs-
lésung (vgl. 1.4.10.). Ferner sei Wﬁ:zl%'UhEEVh hier lokal
neu definiert.

(ii) Bezeichne weiterhin ©Q_:={xeQ: dist(x,M)>R} das Teil-
gebiet von 2, in dem der Finite-Elemente-Fehler abgeschatzt
werden soll, und @ die in 2.7. definierte Abschneidefunktion,
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wobei R die Rolle des Parameters in 2.7.1.(iii) iibernimmt.
Ferner sei # die in 2.7. eingefiihrte Zahl (#<(0,%2)) und
Q,:={xeQ: dist(x,M)>32xR}.

Entsprechend 2.7.1.(iii) gilt also:
Qz0 in Q, Q=0 in Q\Q,, Q=1 in Q_ und %%=O auf Q.
Flir geniigend kleines h gilt fiir alle Funktionen ve((Q) sogar:
My (Qv)=0 in @\, und Mx(Qv)=Myv in Q_.
SchlieBlich gilt (vgl. Lemma 2.7.5.(iii)):

la; Lo(2)sc, |a; W'™(2)|scR™ und |@; W*®(a)|scr™?

4.2.3. Lemma. Es gelten folgende Abschdtzungen (&>0 beliebig):

(i) |ws WP2)| s on™ g5 Ly(a)|
(ii) Iwss Ly(2)| < cn® ™ g5 Lya)|
(iii) |u-Uys W2, < ""”h I£; Loce)
(iv) lu-ups Ly, s oR™ 70 25 Lo(a)|

Beweis. (a) Die Abschidtzungen (i) und (ii) sind unmittelbare
Folgerungen aus 3.3.6. und 4.1.3. (bzw. 4.1.5.) mit Hilfe der
Dreiecksungleichung:

Fwp = [ up=0s | = | u-wy |

(b) Sei Qﬁ die Vereinigung aller Tetraeder, die einen
nichtleeren Durchschnitt mit Q, haben. (Es gilt also Q, gQ
trotzdem aber fir hlnrelchend klelne h dle(Qh M)=CR, C>O )
Da u=ug+w und U= ﬂhu +law ist, folgt:

|u-Uss W2, | <] ug-uls WHe,)| + | ud-nuls W(@h)| + | w-Mues WD)

&

und [u-Uy; Lo(@,)] s i [Q%]”-}“ui—ﬂhug; LE(Qi]|[+||w—ﬂhw; LZ[Q‘z:)”

(c) Mit Hilfe der Lemmata 2.5.8. und 2.5.3. erhdlt man
1,2 2,2+
|us~u§; W (2,)]| = cw(u,,8; W Q&}) Collug; (2 )]

und [lu,~u?; Ly(e,)| < cgf—o(us,-@g; W (2,)) < ce’luy; W2l ,

1A

wobei 2,50} ein Gebiet mit dist(d9,,99})2V3p und dist(de,M)>CR,
C>0, sei.

(d) Mit Hilfe der 1lokalen Interpolationsfehlerabschatzung
3.1.5.(iii) und einer Uberlegung analog zu 2.5.7.(i) ergibt
sich:

[ ug-Mhuss WY(eh)| = on uf; W (@h)| < oh |uy; WP(eh)],
_ i 2 2,2

lug-muds Lyl < on® [uls W"%(eh)| < cn® |ug; W),

w-Thw; W2(Qh) )| = Ch |w; W2'2(9§)|

und | w=Thw ; Lz(Qg)” < Chzlw; sz(ﬁﬁ)l.
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(e) Da dist(d9,,M)2CR ist, gilt mit Hilfe von Satz -2.4.11.:

Z;2 + A—i-g 2,2 + i-e 22
”U‘;-:; W (Qag)” CR “us; W}_-.)we(gae)” = A "Ei A (Q)”'

1A

(Man beachte, daB hier wie in 3.3. stets die Funktionen u,
und w entsprechend 2.4,10. iiber den Rand von £ hinaus fortge-
setzt werden miissen. )

(f) Es werden nun die Abschitzungen (b) bis (e) =zusammen-
gefliigt und die Beziehung ©=Ch (Das Netz ist nicht verfeinert,
folglich ist h,=h.), die Beschridnktheit der Fortsetzung von w
sowie die Ungleichung in 1.4.8.(ii) ausgenutzt:

|u-Uy; W"(2,)| = chu;; W%(2))| + ch|w; W% (el
< ch (R g5 W)l +lws W*P(2)]) < cnk™ g5 Ly(a))
lu-Us; Lyl s ch’®R7° g5 Ly(a).
(Es sind R<1 und A<1.) ]
4.2.4. Lemma. Es gilt: J;Q i,j%j_ Jg:ﬁ gW +a0wi}dx+ [ @} dr =

g
=alwy, » QupTh(Qws )+ alu-Uy , M (Qwy Qo+ alu-Uy, , Qws J+3  wo Ea [ y QJd,
2 ij=19%; 13]
Beweis. (i) Entsprechend der Definition von u, u; und w, gilt
fir alle Vhevh
alwy,vy) = alug- Upyvi) = alu-Us,vy) - a(u-u,vy) = a(u*Uﬁ,vh),
da alu-ug,vy) = alu,vy) - alug,vy) = (f,vy,) - (f,vy) = 0.
Indem man in dieser Gleichung speziell Vﬁﬁ%(QWE) einsetzt,
erhdlt man
al(wy, M (Qwy)) = a(u-Uy,M (Qwy)).
(ii) Durch dquivalentes Umformen und Einsetzen von {i) erhdlt
man :
alwp,Qws) = alwy,Qw,-Th(@Qw)) + a(w;,M(Qw,))
= a(wy,Qwy-Th(Qwy)) + a(u-Uy,Mh(Qw,))
alwy, Qup-Th(Qwy)) + a(u-Uy,MQw,)-Qw,) + a(u-Ug,Qwy ).

n

{iii) Andererseits erhilt man aus der Definition der Biline-
arform und durch Ausdifferenzieren:

3
a(wh’Qwh) = f { Ea%aQWﬁ*'aoni
2Jd J

L
@ lig=1 7 0% 9x

dx + [ @ew: dT =
a52

3w awh 2 gE&aQ
;{; é" ax a & aothdx + J QﬁW}E dTr" + JQWh ,leau aXB 8}( dx.

(iv) Der letzte Term wird partiell integriert.

3 3w, 8Q z 3Q a 4Q
h - i = e L
bon, B g gute = iy ar - 4 B0 (e, 1) as
Da g?-—O auf 4Q gilt, entfdllt das Randintegral.

(v) Durch Gleichsetzen der Ausdriicke fiir a(wa,Qwh) in (ii)
und (iii) folgt unter Verwendung von (iv) die Behauptung. |
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4.2.5. Lemma. Mit beliebigen Konstanten £>0 und >0 gilt:

; .
la(u-Uy,Qwy)| = Cee {j’ Q[ 3W ?’ﬂ+a0wi dx+j"Q5wi dr} +
2 I_l,J 852

+ ceTt (BOTIRLRTTIRI gy L (0)) 2

Beweis. (i) Analog zu 4.2.4.(iii) ergibt sich: a(u-Uy,Qwy) =
3 alu-U,) dw dlu-U,) 8q
IQ . 1ai3 axih Ix Maﬂ(u"UhJWh e IQS u-Uy thf”fwh le U'_E:é" Ix;

Diese Terme sollen nun einzeln abgeschitzt werden.

—dx.

(ii) Mit Hilfe von | )::aU ) €| S Mpae| €] || > der cauchy-
iy

Schwarz-Ungleichung, der 5 Ungleichung, den Beziehungen |Q|<1
in @ und Q=0 in Q\Q, sowie Lemma 4.2.3. erh#dlt man VY=>0 ¥§>0:

3 Blu-Uy) dw,
|[I2Q i]jg:laij_# —(?_Xi! d—-ﬁ] C IQ|V[L1"‘U‘;.L}| Ith | dx

IA

1A

¢ (fa| Tty |*ax) )* (10| 7w ") ®

IA

Q| ViU | Pax + ce fa| Py [Pdx
2 2

ce 'RVRE 25 Ly(e))? + ce [ Q| Pwy | “ax
2

1A

(iii) Infolge der Beschridnktheit von ag(x) gilt analog zu (ii)
, . ) " 2 .1 2 %
|JQaglu-Uplwpdx| < © |JQlu-Uplwpdx| < Cf j“QEu-Uh) dx} * (JQwpdx) ®
2 §Z : 74
- a
< e Qv dx + o fawiax s ce RN | 15 L@ %+ ce fouidx.
2 2 §Z

(iv) Mit Hilfe der s-Ungleichund ergibt sich

| fQﬁ(u—Uh]whdﬂ be u-Uh) dl' + Ce fQ@thI'.
852 o852
Den ersten Term kann man mlt Hllfe der Beschrédnktheit von 6,

den Beziehungen [Q€1 in @ und Q=0 in 2\2,, dem Spursatz
2.1.6. sowie Lemma 4.2.3. wie folgt weiter abschiétzen:

" z Z i,2 2
aé@s(u—uh) dr < C[u-Uy; Ly(a2,)[" = ¢ u-uy; W™(e,)]
-8
< pZid zuf L, ( )”
3
(v) Mit Hilfe von | Ee%j( )BJQI _“me ||n| den Begzie-

-1 i.-j= 1
hungen |?Q|SCR in @ und Q=0 in @\Q,, der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und Lemma 4.2.3. erhidlt man V¥§>0:

3
£, Lo Zg i Ghan] s of wn] | 7uy)| 78] ax
< CR _f|wh||?u—Uh]|dx s OR " wy; Lo(@)] |u-uy; W'%(2,)]

< CRD\Z& 1+Z205-5 ||f L (Q)“
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(vi) Analog dem Nachweis der Elliptizitdt der Bilinearform
zeigt man:

3
IQ wh+|?:~ | )dx < {f Q[ a g; gwh-l-aowh dx + fQGwhdI‘}
=1

(vii) Durch Einsetzen von (ii) bis (v) in (i) folgt unter
Ausnutzung von (vi) die Behauptung. [

4.2.6. Lemma., Mit den Bezeichnungen aus 4.2.2. gilt:

3 Ay, dwy, 2 4o 2
IQ[’;E av’ax T +aowk}dx+ fQESwh dI' s C(R)(h™+h™ " %) £; L))"
Beweis. (i) Wahlt man in Lemma 4.2.5. z.B. <9=(2Cfo)“1 und

setzt diese Ungleichung in die Gleichung aus Lemma 4.2.4,
ein, so erhdlt man:

3 awh é‘wh
Q{gjzﬂ 5}. 3 + aowh]dx + [ Q@wh dr

a
ga(wh,Qwh-ﬂh(Qwh t 2a{u-Uy,M{Qwy)-Qwy ) + urWh E [ i ag )d"“ ¥
L= 1

A QS

+C (RZ(X 1- 5}h2 R?. 2—5h1+2{2\-5)) ” £ L 0 "2

Die ersten drei Terme auf der rechten Seite werden nun weiter
abgeschatzt,

(ii) In allen Tetraedern A gilt QwheWZJ(ﬁ). Daher ergibt
sich mit Hilfe der lokalen Interpolationsfehlerabschidtzung
3.1.5.(iii), der Eigenschaften von Q@ und der Linearitidt wvon
w, die folgende Abschitzung:

| @wa-M(@uw); W (a)] < ch [Qwy,; W22 (a)]|
< chla; W) lwy: W ()] < cB %h lwy; WYP(a)

| .

(An dieser Stelle ist wesentlich, daB die 2. Ableitungen der
Funktionen aus Vh in jedem Tetraeder verschwinden. Deshalb
lassen sich diese Abschdtzungen nicht unmittelbar auf andere
Elementtypen {ibertragen.) Durch Aufsummieren dieser Unglei-
chung iliber alle Tetraeder und Anwenden von Lemma 4.2.3, folgt:

laws-Mhlews); W) < or™n™ |25 Ly(a)].

(iii) Aus der Beschrinktheit der Bilinearform folgt mit (ii)
und Lemma 4.2.3.

alws, @ -Th(@wa)) < Cllwy; W) |Qw-i@w); W2 (a)]

< CR zhnzo -5 I £; LZ(Q)“Z
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(iv) Mit Hilfe der Beschrianktheit der auf R, eingeschrénkten
Bilinearform (Q=0 in 2\Q, ) erhdlt man mit (ii) und Lemnma
4,2.8:1

a(u-Up,M(Qw;)-Qw; ) < C“u—Uﬁ; WLzsz)HUwaJMQwﬂ; W% (o)

(v) Aus den Eigenschaften von Q und der Glattheit der Koeffi-
zienten der Bilinearform ergibt sich mit Lemma 4.2.3.:

IA

o 0Q ‘2 . 2 -2, 40r-5)
IW 13){ ( z‘.:‘gf,g—j}d% S CR” [wys Lp(@)||” < cr I£; Lyca)|>.

(vi) Setzt man (iii), (iv) und (v) in (i) ein, so erhilt man:

dw;, wy, 2 2 2
IQ ”6‘ ha_+a0wh}dx+&£ Q6wy, dT £ g(R,h) || £; L,(Q)]
~Z_ i+ 2=3-8 Z+a- -2, 4O=0) _2¢—1- A=2-0_ 4+2(3-§
i g(R,h)=R hi ZO~85) IR 3 h+?\ 5+R zh b }+R «16>h2+R 2 h+z< 3

und damit die Behauptung. (Fur A2} gilt 1+2(A-4)22 und fiir
A<t ist 1+2(A-d)24(A-8) erfiillt.) |

4.2.7. Satz. Mit den Bezeichnungen aus 4.2.2. folgts
205

lu-uy; W2a)l < c(r) (h+6”™®) 25 L),

d.h., fir A2% erhalt man im Subgebiet ©Q_ die maximal =zu
erwartende Konvergenzordnung Eins. Dabei ist C(R)~R?-3-0)/2
und §>0 beliebig reell.

Beweis. Es gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

12

luwns W02 < flu-uys W20 ] + [ W20 ],

Andererseits folgt aus den Eigenschaften von @ und der in
4.2.5.(vi) angegebenen Ungleichung:

s s WY ) )% < ﬁ QUwht| Ve | *)dx

( 3
£C {Jﬂ Q[ E a;; gwh gwh + aowh dx + f QBwy, dI‘}
tJ=1 %3

Setzt man diese Ungleichung in die obige ein, so folgt mit
Q<cQ,, 4.2.3., und 4.2.6. die Behauptung. E

4.2.8. Bemerkung. Offenbar gilt

lu-uy; Lote )| s Ju-wy; Lo()] < on®™®

<

Die Vermutung, daB diese Konvergenzordnung nicht wesentlich
verbessert werden kann, wird durch die Ergebnisse der durch-
gefiihrten Testrechnungen erhirtet. Gleiches ist fiir den Fall
A<z in 4.2.7. zu vermuten.
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4.3. Eine zweistufige Fenstertechnik

4.3.1. Grundideen. (i) Es wird vorgeschlagen, zunichst eine
Finite-Elemente-Losung beziliglich einer unverfeinerten Vernet-
zung von 2 zu bestimmen. Diese Losung wird dann in einem
zweiten Schritt in der Umgebung der Kante(n) mit Hilfe eines
verfeinerten Netzes verbessert. Diese Vorgehensweise wird in
4.3.3. prdzise dargelegt.

Man kann zeigen, daB die auf diese Weise konstruierte
Niherungsldsung in der W'2(Q)-Norm mit der maximal zu erwar-
tenden Konvergenzordnung Eins gegen die exakte Ldsung konver-
giert. (vgl. Satz 4.3.8.).

(ii) Vorteile. Der Vorteil bei diesem Vorgehen besteht vor
allem in einem Zergliedern der Schwierigkeiten bei der Ver-
netzung. Im ersten Schritt kann man sich auf die Gebietser-
fassung konzentrieren, widhrend im zweiten Schritt bequemer zu
vernetzende Gebiete, die kantennahen Teilgebiete, mit einem
verfeinerten Netz zu versehen sind. Beim Vorliegen mehrerer
Kanten konnen diese getrennt behandelt werden.

Fiir den Fall, dafl die Umgebungen dieser Kanten einander &hn-
lich sind, kann eine Vernetzung mehrfach verwendet werden.
Sind die Umgebungen sogar kongruent, braucht bei Aufgaben mit
konstanten Koeffizienten die Steifigkeitsmatrix nur einmal
assembliert werden. AuBerdem sind entstehende Parallelisie-
rungsméglichkeiten in Betracht zu ziehen.

Ein weiterer Vorteil besteht darin, daB bei praktischen Rech-
nungen die Anzahl der Unbekannten im ersten Schritt i.allg.
kleiner als bei den in 4.1. beschriebenen Standard-Finite-
Elemente-Methoden iliber verfeinerten Netzen ist. Die GréRen-

ordnung des Aufwandes verdndert sich asymptotisch allerdings
nicht.

(iii) Die Schwierigkeit beim Beweis der Fehlerabschitzung
besteht darin, daB die Randbedingungen 1. Art auf dem neuen
Rand Ty nicht homogen sind. Deshalb ist das Lemma von Ceé&
nicht unmittelbar anwendbar; man muf homogenisieren.

Hier tritt eine weitere Schwierigkeit auf: Die Ndherungs-
lésung erfiillt auf Iy andere Randbedingungen als die exakte
Losung. Zum Homogenisieren miissen folglich verschiedene Funk-
tionen verwendet und zusatzlich deren Abstand abgeschitzt
werden.

(iv) Der Beweis wird wie in 4.2. am Beispiel des Kantenpro-
blems mit natiirlichen Randbedingungen gefiihrt (vgl. 1.4.7.
bis 1.4.10.). Einen Beweis fiir den zweidimensionalen Fall
findet man wiederum in der Monographie von Oraxecsii und Pyxo-
pey [1979, 86.61].
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Aus dem einfiihrenden Lemma 4.3.4., dessen Beweis Ahnlichkeit
mit dem des Lemmas von Ced hat, vgl. =z.B. [Ciarlet 1978,
2.4.], wird sofort ersichtlich, welche weiteren Terme abzu-
schédtzen sind (Lemmata 4.3.5. und 4.3.6.), um zur gewlinschten
Konvergenzaussage (Satz 4.3.7.) zu gelangen.

4.3.2. Begeichnungen. (i) Gebiete. Es sei wie iblich Q das
Gebiet mit den in 1.4.4. beschriebenen Eigenschaften und 9>
das durch die Vernetzung 3% in ersten Schritt des Verfahrens
entstehende approximierende Gebiet.

Es bezeichnen weiter K(go): “{%ERS dist(x,M)<g} die Kantenum-
gebung mit einem Radius o PQ die Vereinigung aller Tetraeder
aus Qh die einen nichtleeren Durchschnitt mit K(2R) haben,
Qyy “Kng das im zweiten Schritt des Verfahrens betrachtete
Geblet und @WMHPMUFD dessen Rand. Dabei seien [y :=8Q,N82 und

Fy:=80y\32=82,\I'y. (R>0 ist eine von h unabhidngige reelle
Zahl, ein Parameter,)

Die Vereinigung aller Tetraeder der Vernetzung -Tﬁ von Qy
(vgl. 4.3.3.(ii)) wird mit Qh bezeichnet. Man beachte, dafB

ZWar QM‘:QM ist, aber T Teil des Randes sowohl von Qy als
auch von Qﬁ ist.

(ii) R8ume. Es seien u die L&sung des Problems 1.4.8. und
dle zugehorige FEM-Losung (vgl. 1.4.10.). Nach der Vernetzung
Th im zweiten Schritt des Verfahrens (vgl. 4.3.3.(1i1)) wird
zundchst der zugehdrige Raum Vh konstruiert. Er besteht ana-
log zu 3.2.6. aus allen iiber Q% stetigen Funktlonen, deren
Einschrankung auf ein beliebiges Tetraeder AeJﬁ eine (affin)
lineare Funktion ist.

Nun kénnen weitere vier RAume (bzw. Mannigfaltigkeiten) defi-
niert werden:
i,
Vo := (veW"(2y): v|_ =0}, Vi := (veW"?(g,): v|_ =u},
Ty w) 15N
VOh = {V&'Evh Vﬁlr —O} und V*h HES {Vhév VhiFC]:uh}.
(Diese Definition von V*h ist méglich, da in der Umgebung von
I'y die Vernetzungen fﬁ und 7 libereinstimmen. )
M M . . M
Offenbar gilt Voﬁcvo, aber es gilt i.allg. nicht V*ACV*.
(iii) Losungsfunktionen. Zunichst werden die Linear- und die
Bilinearform aus 1.4.7. auf Qy eingeschriankt:
(£,v)y := J £v dx,
.&?M

3 av 3w
aM(V,W):=Q£ LJE;; 3X i +zhvadx+ £6vwdf
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Die Einschrankung der globalen Losung u auf Qy werde wieder
mit u bezeichnet. Es gilt uﬁV* und

ay(u,v) = (f,v)y VVEVE.

Mit ug wird die L&sung des folgenden Finite-Elemente-Problems
bezeichnet: Gesucht ist

M M .M i M
uhév*h: aM(uh,vh) = (f’vh)M Vvhevoh.

(iv) Hilfsfunktionen. Es bezeichne Z(.) eine itiber Q definier-
te, glatte Funktion, fiir die gilt:

Z(x)=0, wenn r(x)<1.2R und Z(x)=1, wenn r(x)>1.8R.
Weiterhin gelte

125 Lo(2)lsc, |2; W) scr™ und |=; W*®(o)|<cr™®

Mit dieser Abschneldefunktlon werden u und uh homogenisiert,
indem W: —u—;ueVo und wy: —uﬁ ﬂg(uuh)ev gesetzt werden. Dabei
ist ”h der analog zu 3.2. 7H deflnlerte Interpolationsoperator
beziiglich der Vernetzung T g

Unter der Beachtung, daB W=(1-Z)u eine Funktion mit den glei-
chen Eigenschaften wie u ist (vgl. 1.4.8.), sei
M —_ M — M
W 1= MR0(1-2)u,1® + ML (1-E)w] € Vi,
eine analog zu Uy in Satz 3.3.6., definierte Funktion. Folg-
lich gilt: e
Iw-wy; W) < ch | £; Lyce)|.

M
(Es ist p<A flur J vorausgesetzt.)

4.3.3. Beschreibung des Algorithmus. (i) Zun#ichst wird iiber
einer nicht verfeinerten Vernetzung Jy von Q (vgl., 3.2. mit
M=1) die Finite-Elemente-Losung u; bestimmt (vgl. 1.4.10.).

(ii) Uber Qy wird ein verfeinertes Netz konstruiert (vgl.
3.2, mit p<A und b=R), das auBerhalb einer Umgebung K(R) der
Kante mit der Vernetzung von 9 {ilbereinstimmt und die Bedin-
gung WMCQh‘Q% erfiillt. Weiterhin wird die Funktion uﬁ als
FEM-Ldsung iliber Q, bestimmt (vgl. 4.3.2.(iii)).

Uz in Q\QM

(iii) Es wird u = { uM in © gesetzt.
h M

4.3.4. Lemma. Mit den Bezeichnungen aus 4.3,2. gilt:

lwuy s W@yl <C (| Wws s W@+ B Euy s W2+ By By W2l
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M
Beweis., (i) Aus aM(u,vh)z(f,Vﬁ)M und aM(ui,vh)=(f,vh)M Vvhevoh

M M i
folgt aM(u,vh)zaM(uh,vh) VVﬁevoh. Entsprechend der Definition
von W und w; folgt daraus unter Ausnutzung der Bilinearit#t:

— M, M
aM(W+au,vh)=aM(wh+ﬂﬂauQ,Vh) Vvhevch

M - M
bzw. ay (Wa=wp, vi ) =ay (W =W, vy ) +ay, (M (Eup)-Zu, vy, ) Vvhevoh.

(ii) Man kann nun unter Beachtung, daB Wy whevohcv gilt,
ausnutzen, daB die Bilinearform V uelllptlsch und beschrinkt
ist. Mit vy =W,-w; kann man die llnke Seite der in (i) erhal-
tenen Gleichung nach unten und die rechte Seite nach oben
abschatzen. Nach Division durch |[Wy-wy; W'?(,)| erhdlt man
die folgende Ungleichung:

i,2 1,2 M e 1,2
W5 -wrs WW7(Q) < C (Iwe=w; W22 + N5 (Eu)-Zu; W ()1

(iii) Mit Hilfe dieser Beziehung ergibt sich die Behauptung
durch mehrfaches Anwenden der Dreiecksungleichung:

lu-up s W@ < | (u-Eu)-(uh -y Eug ) s W2, + | Zu-niEw,) s W

[““M]”

< [w-wys W+l W, -wy s W)+l Eu-MEEw); WA,
< (IW-Wy; Wy +IZu-NyEwy); Woe,l)
< ¢ (Iw-wy; Wl +I2u-Euy; WY, +|Eu-MEEuy); W%e,l) =

4.3.5. Lemma. Unter der Voraussetzung A>3 gilt fiir beliebiges
533 -5

£50: |Zu-Zuy; WY2(Q,)] < cR

Beweis. Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus

der Definition von E und Satz 4.2.7., denn in K(R) ist E=0:
- 1,2 — Lm 1,2
IZu-ug); W o)l < 125 W () ||u—uh; W7 (Q\KR))|
< CR_i CR 2(3 3-8 "

4.3.6, Lemma. Fir hinreichend kleines h gilt:

|Zu,-MhEuw); W)l < cR?n |25 Ly()].

Beweis. (i) Es werde zunichst bemerkt, d%? Zu,=0 in K(1.2R)
und somit fiir hinreichend kleines h auch My (Zuy)=0 in K(1.1R)
erfillt ist. Mit Hilfe der lokalen Interpolationsfehler-
abschédtzung 3.1.5.(iii) erh#lt man folglich:

|Ew,-NyEuy); W2 (2, \K1.1R))|?

H

|Zuy-NYEw); W2 (2,7

I My 41,2 2
2 3 e . PR z

Man nutzt dabei aus, dafB Euh in jedem Tetraeder glatt ist.
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(ii) Durch Anwenden der Produktregel, Herausziehen der Betra-
ge der Ableitungen von E mit dem Maximum und Ausnutzen der
(affinen) Linearitidt von u; erhdlt man in Jjedem Tetraeder
ACQ%\K(R) (AuBerhalb von K(R) stimmen J und 3% iiberein! ):

|Zuys W) < c =5 WA uys W22 < CRZ Jluy; WA,
so daP mit (i) folgt:
|Zu,-ThEu)s W22 € CR %h Jlwys WY¥(2fy)

[

1,2 - "
(iii) Es bleibt noch |ju; W Qh) abzuschitzen. Zunachst
R M

soll gezeigt werden, daB |uy; W (Qﬁ)” < Cluy; WLZ(QM)H gilt.
Der Fortsetzungssatz kann hier nicht angewendet werden, da u
nicht fortgesetzt wurde, sondern a-priori iber Q" definiert
ist. Man muB die Abschitzung in Randstreifen 2.6.2. nutzen.
Da Qﬁ\ﬂh ei% Streifen mit einer maximalen Breite ist, die
sich mit Ch° nach oben abschiatzen 1l&aBt (vgl. 3.2.3.(ii)),
gilt:

lw,; WY2@BIIZ < uys WWed)®

1,2 2 T 1,2 2
s 3 Q + :
luns Wiyl AETFamQ%ﬁw¢@“uh’w B2yl
1,2 2 4 b3 2,2 112
< ; + :
lups W2@I™ + B obigyte 195 W)
12 2 4 1,2 2
< Jluys WIS + oh” fluy; WY

Daraus erhdlt man fiir hinreichend kleines h (hédZCfi):
1,2 1,2
uy, 5 W (Qﬁ)“ {§HUﬁ; W ()1
und weiter [y, 5 WLZ(QQ)H 2 [ uy WLZ(QM)I

IA

1A

. ]

(iv) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung,1ger Abschiatzung in
Satz 3.3.6. und der Ungleichung |u; W7()| = c|f; L(2)|
ergibt sich:

lups WY2(R)] < Ju-uys W2+ [lus W)
< c(W+1) [ £5 Ly(e)| s cles Ly)l.
Somit folgt aus (ii), (iii) und (iv) die Behauptung. 5]

4,3.7. Satz. Fir die Losung uﬁ des zweiten Schritts in Algo-
rithmus 4.3.3. bzw. fiir die Gesamtldsung u, (vgl. 4,3.3.(iidi))
gilt:

lu-uy; W22l < ch|f; Ly(e)l

und lu-uy; W"%(2)| = chlf; Lye)|.

g 1o-5-§
Dabei izt C=C(R)wR> ’

(>0 beliebig reell).

Beweis. Die erste Ungleichung folgt sofort aus Lemma 4.3.4.

mit Hilfe von 4.3.2.(iv), 4.3.5. und 4.3.6. Daraus erhalt man

mit Satz 4.2.7. die zweite Ungleichung. @
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4.4. Bemerkungen und Erganzungen

4.4.1. Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix. (i) Wie in

1.3.3.(iv) bemerkt und in der Monographie von OraHecsiH und
PyxoBeu [1979, §6.4] fiir den zweidimensionalen Fall gezgeigt
wurde, verschlechtert sich die Kondition der Steifigkeits-
matrix bei verfeinerten Netzen im Vergleich zu unverfeinerten
Netzen asymptotisch nicht. Darin besteht einer der Vorteile
der Netzverfeinerung gegeniiber der Singuldrfunktionenmethode
(vgl. 1.3.2.).

Im folgenden soll am Beispiel der Aufgaben mit Kantensingu-
laritdten gezeigt werden, daB diese Eigenschaft auch im drei-
dimensionalen Fall erhalten bleibt.

(ii) Satz. Die Konditionszahl der zu Problem 1.4.10. (1.4.§é)
gehorigen Steifigkeitsmatrix liegt in der GroBenordnung h ,
falls m>3. (Der Netzgraduierungsparameter M wurde in 3.2.2.
eingefiihrt.)

k
Beweis, (a) Sei {¢;(x)},_y die in 3.2.6. eingefiihrte Basis in
k
Vh bzw. Vw“ vh(x)=2iv#%(x)evh (bzw. VMJ eine beliebige
i=
Funktion und u=(v1..vk) die zugehodrige Gitterfunktion (Vektor
der Werte von vy in den Knoten). Seien weiterhin # die Stei-
figkeitsmatrix und <.,.> das euklidische Skalarprodukt im
Raum R* . Dann gilt offenbar a(vy,vy)=<dv,v>,

(Man beachte, daB bei der Aufgabe mit natiirlichen Randbedin-
gungen zwar i.allg. Qﬁ\9¢ﬁ ist, aber entsprechend der Aufga-
benstellung 1.4.10. davon ausgegangen werden soll, daf die
Integrale bei der Aufstellung der Steifigkeitsmatrix bei Ele-
menten A, die zum Teil auBerhalb von Q liegen, nur iiber ANQ
ausgewertet werden. Man beachte weiter, daB infolge der
Eigenschaft 3.2.3.(ii) der Vernetzung mes(ANQ) in der GrdéBen-

ordnung von h, liegt (h, bezeichne den Durchmesser des Ele-
ments A).)

Folglich gilt aufgrund der Beschrinktheit der Bilinearform
fiir den maximalen Eigenwert A, der Steifigkeitsmatrix

i,2 z
<ofw 0> Vy ,V vi: W% (0
A, = max ———— = max ELJLLﬁl < Cmax [ % (2)]
k <w,u> k <v,u> k <V ,w>
velR velR velR

und analog fiir den minimalen Eigenwert A_ aufgrund der V-
(bzw. V,-)Elliptizitat
o > omin Ivai W (@)
w k <P ,0> ’
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(b) Es gilt filir eine beliebige Funktion vhﬁvh (bzw. voh) in-
folge der inversen Ungleichung 3.2.8.

1,2

Ivss WY@ < vy s WM % = Lop lvas W [Alllzscﬁgm " vy s L))

(c) Durch Transformation auf das Einheitselement A erhdlt man
vy s L, (;ﬁ)ﬂz = mesh |v;; L, ﬁ)”z < mesh M, . E Vt,

wobei M, =, (A) der groBte Eigenwert der Massematrlx von A und

I,<{1..k} die Menge der Nummern der vier Knoten von A sind.

Es gilt analog ”Vh511(&)ﬂz > mesﬂﬁ{_tgrbvﬁ, wobel p_=m_(A)

der kleinste Eigenwert der Massematrix von A ist.

(d) Aus (b) und (c) folgt wegen h,2Ch und der Tatsache, daB
die maximale Anzahl von Elementen, die einen gemeinsamen Kno-
ten besitzen, von h unabhingig ist:

s W% (2) 1% < ch 2 < Ch<w,v>.
s W@ 5 on B B, 5 on <o,
Unter Beachtung von (a) gilt also fiir den gréBten Eigenwert

A, der Steifigkeitsmatrix: Ay £ Ch.

(e) Mit Hilfe der Einbettung W"%( g)gw1’2 (2)sWii(2) fur
6e[0,1) (vgl. 2.1.3.(iv)) erhilt man mit &= 2(1-pm):

B
lvrs W@l % 2 ¢ 2 25, ; L@ 2 ¢ Lon ™ Jvas Liane))

Dabei ist r,:=max r(x) definiert.
XEA

(f) Sei A\Q#2. Dann ergibt sich mit (c)
”Va’ gAnQ||.-th, ﬁ”[—”vh, ﬁ\Q)” > C mesh z: V ”Vh, (&\QWZ.
z‘.\.

Da vy inA (affin) linear ist, gilt vh(x)s, };I Vi ¥xeA und folglich
bty

2 Z 4 2
lvas Ly(ane)|” < mes(A\@) E v Chy L v

da infolge 3.2.3.(ii) mes(ﬁ\Q)SChz ist. Flir hinreichend klei-
nes h gilt also:

”vh;Lz(.&nQ)Hz > Chz,z VL-Z.
LQIQ

(g) Mit Hilfe von hy2Chr, © (vgl. 3.2.2.(ii)) folgt aus (c),
1,2 2 3

(e) und (f) analog zu (d) [wvi; W (Q)]|° 2 ch’<v,uv> und un-

ter Beachtung von (a) R_ZCH{

(h) Da die Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix gleich dem

Verhdltnis aus groBtem und kleinstem Eigenwert ist, ergibt
sich aus (d) und (g) die Behauptung. E
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4.4.2. Andere Gebietsklassen. Die Abschitzungen des Finite-
Elemente-Fehlers erfolgten in 4.1. anhand der Probleme aus
1.4., behalten jedoch ihre Glltigkeit beim Ubergang zu Aufga-
ben {iiber allgemeineren Gebietsklassen, wenn fiir diese eine
Interpolationsfehlerabschiatzung vorliegt. Dieses Thema wurde
in 3.6. diskutiert.

4.4.3. Wahl des Netzsteuerparameters. (i) Die fiir Kantenpro-
bleme in 4.1. bewiesenen Abschidtzungen des Finite-Elemente-
Fehlers besitzen eine gemeinsame Eigenschaft: Betrachtet man
die Konvergenzordnung als Funktion des Netzsteuerparameters
M, so erhoht sich die Konvergenzordnung bei kleiner werdendem
M, bis eine GréBe p, erreicht ist, ab der eine weitere Ver-
kleinerung ohne Einfluf bleibt. Eine &hnliche Aussage kann
man flir das Problem im Polyedergebiet treffen. Folglich ent-
steht die Frage nach der konkreten Wahl dieses Parameters.

(ii) In einer Arbeit von Fritzsch und Oswald [1987] wird fiir
die Funktion g(x)=[r(x)]1 der Interpolationsfehler in ver-
schiedenen Normen abgeschatzt und ein Parameter My <My angege-
ben, bei dem eine asymptotische Fehlergleichverteilung iiber
alle Elemente der Vernetzung erreicht wird:

_ [ A/2 bei Betrachtung der W'’ %(2)-Norm
Mg = (A+1)/3 bei Betrachtung der LE(Q)—Norm

Inwiefern sich diese Fehlergleichverteilung auf den Finite-
Elemente-Fehler iibertrdgt und ob sie auch fiir die Ldsungen
der betrachteten Randwertaufgaben (deren Struktur komplizier-

ter ist, wvgl. 1.4.8.(ii)) gliltig bleibt, wurde nicht unter-
sucht.

(iii) Die Ergebnisse der numerischen Tests (vgl. 5.4.) zei-
gen, daP der Fehler fiir u<uM, zundchst immer kleiner wird und
schlieBlich wieder ansteigt. Es lohnt sich also, stdrker als
unbedingt fiir die optimale Konvergenzordnung ndtig zu verfei-
nern. Fir konkrete Empfehlungen sollten jedoch zunichst wei-
tere Tests durchgefiihrt werden.

4.4.4. Mehrstufige Fenstertechniken. (i) Grundgedanke. Die in
4.3. beschriebene Idee einer zweistufigen Fenstertechnik 1iBt
sich in folgender Weise auf mehrere Schritte erweitern:

Zunédchst betrachte man die Randwertaufgabe iiber dem Gesamtge-
biet und in weiteren Schritten in kleiner werdenden, einander
enthaltenden Kantenumgebungen (Fenster). Man 1l&se in jedem
Schritt Randwertaufgaben iiber nicht graduierten Netzen mit
Jeweils geringerer Schrittweite und benutzt dabei die Ldsung
aus dem vorhergehenden Schritt, um die bendtigten Randdaten
Zu generieren.
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Derartige Algorithmen werden in der Praxis seit den 60er Jah-
ren genutzt [Carey/Oden 1983, 2.5.3.]. Von Guerra und Becker
[1978] wurde dieser Zugang prazisiert, indem die Residuen
Au,-f (A ist der Differentialoperator der Randwertaufgabe) in
Jjedem Teilgebiet genutzt werden, um die GroBe des folgenden
Subgebiets und die Schrittweite zu wihlen.

(ii) Konvergenz dieses Verfahrens. In der genannten Arbeit
von Guerra und Becker [1978] wird der Finite-Elemente-Fehler
abgeschitzt; es gelingt jedoch nicht, die Konvergenz mit
einer bestimmten Ordnung zu beweisen.

Man sollte nun dieses Verfahren mit Hilfe der in 4.2. und
4.3. dargelegten Beweistechniken und mit dem Ziel der Konver-
genzabschatzung und der Angabe einer a-priori-Steuerung der
FenstergroBen und Schrittweiten unter Ausnutzung der Kenntnis
der Singularitdat erneut untersuchen.
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5, Numerische Experimente

5.1. Vorbemerkungen

5.1.1. Die Bedeutung der Fehleranalysis, wie sie in den Kapi-
teln 3. und 4. durchgefiihrt wurde, hingt nattirlich davon ab,
ob die betrachtete Methode die vorhergesagte asymptotische
Ordnung auch bei praktischen Rechnungen mit vertretbarem Auf-
wand erreicht. Deshalb sollen die theoretischen Resultate
durch aussagekriaftige numerische Tests untermauert werden.

5.1.2. Zu diesen Tests benotigt man ein Finite-Elemente-
Programm. Zu Beginn dahingehender Uberlegungen war fiir drei-
dimensionale Rechnungen nur das an der TU Magdeburg ent-
wickelte COSAR [1984] verfiigbar. Wegen der fiir numerische
Experimente sehr schlechten Handhabbarkeit und der langen
Rechenzeiten, die in der Universalitdt und der fast 20 Jahre
alten Konzeption begriindet sind, erschien dieses gewaltige
Programmsystem aber als ungeeignet. Da gleichzeitig Praxis-
partner der Sektion Mathematik der TU Chemnitz den Wunsch
nach schnellen FEM-Spezialprogrammen &duferten, wurde die
Entwicklung des Programmsystems FEMPS3D in Angriff genommen.
Eine Programmbeschreibung findet man in Anlage 1.

5.1.3. Es ist giinstig, wenn Testaufgaben aus der Literatur
benutzt werden konnen. Dadurch sind Vergleiche mit anderen
Autoren méglich.

Derartige Studien konnten aber leider fiir die in dieser Ar-
beit beschriebenen Kantenprobleme nicht gefunden werden. Von
den Autoren, die sich mit der Numerik dreidimensionaler Pro-
bleme beschiftigen und Tests durchgefithrt haben, beschréankt
sich Beagles [1985] auf die numerische Bestimmung der Eigen-
werte des Laplace-Beltrami-Operators. Dorr [1986] untersucht
zwar das Konvergenzverhalten der p-Methode (vgl. 1.3.4.(iii))
auch fiir Polyeder, testet jedoch nur in Polygongebieten. Von
Petersdorff [1989] fiihrt Testrechnungen filir die Gleichungen
der Elastizitdtstheorie durch.

5.2, Aufstellen von Testaufgaben

5.2.1., Es liegt der Versuch nahe, die Aufgabe 1.4.1. als
Testaufgabe 2zu nutzen. Die Schwierigkeit besteht aber nun
darin, eine rechte Seite f zu konstruieren, die in LZ(Q) ent-
halten ist, aber keine wesentlich besseren Eigenschaften auf-
weist. Sonst wire es leicht modglich, daB die Losung u viel
gliinstigere (in einem noch zu definierenden Sinne) Eigenschaf-
ten besitzt, als sie bei der Herleitung der Fehlerabschétzun-
gen vorausgesetzt wurden. AuBerdem ist es zur Auswertung der
FEM-Rechnungen vorteilhaft, wenn die exakte Lo&sung bekannt
ist.
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Besser ist es also, zunidchst die Losung u so zu konstruieren,
daB sie die gewiinschten Eigenschaften hat, und dann die rech-
te Seite durch Anwendung des Differentialoperators zu berech-
nen.

5.2.2. Forderungen. Ausgehend von der Losungsdarstellung
1.4.2. soll gelten:

u=cr dp) ¥x)

Da bei der Herleitung der Fehlerordnung die Gewichte der
Riume von besonderer Bedeutung waren, werden folgende Forde-
rungen gestellt:
2,2 2,2 .
xeW,"(2), aber x¢W 7 (Q) fir a<x
UQWZZ(Q\. aber f=—ﬁuELZ(Q)
C. so daB | u: Lg(e) | € (1,2)

Die letzte Bedingung ist glinstig, um Unter- oder Uberliufe
bei der rechentechnischen Realisierung zu vermeiden.

5.2.3. Das Gebiet. Um der Aufgabenstellung in 1.4. 2zu ent-
sprechen, miiBte das Gebiet @ eine geschlossene Kante besit-
zen. Von dieser Idee wurde aber Abstand genommen, da die Kon-
struktion einer Funktion u mit den Eigenschaften 5.2.2. schon
auf einen relativ komplizierten Ausdruck gefiihrt hat, wenn
die Kante mit einer Koordinatenachse zusammenfdallt (vgl.
5.2.5.). Die Umrechnung dieser Funktion auf den Fall einer
gekriimmten Kante, die Anwendung des Laplace-Operators auf die
erhaltene Funktion und die Programmierung der beiden
Ausdriicke hitte eine hohe Fehlerwahrscheinlichkeit und eine
groBere Anzahl von Operationen zur Berechnung von Funktions-
werten zur Folge gehabt.

Deshalb wurde als Gebiet ein Dreiviertel

A
eines Kreiszylinders ausgewahlt: z

Q = {(r,p,z)e[RB | o<r<1, 0(@(2?{, 0<z<1}

ierungsstrategien einfacher rechentech-
nisch realisieren. Eine Testaufgabe iiber
diesem Gebiet mit einer Lésung u mit den e
Eigenschaften 5.2.2. entspricht der Auf-
gabenstellung 1.4.4. bzw. 1.4.8. (vgl. 21
3.6.1.). Das Gebiet hat nur den "Nach-
teil", daB es in der Umgebung der Kante
exakt vernetzbar ist und damit die Ab-
schitzungen im Randstreifen nicht besta-
tigt werden konnen. Abb. 5.1,

Hierfiir lassen sich auch die Netzgradu- L ////§
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5.2.4. Randbedingungen (RB). Uber dem in 5.2.3. beschriebenen
Gebiet soll die Poisson-Gleichung mit

(a) homogenen RB 1.Art an den Fléichen ¢=0 und p=3in
(b) homogenen RB 2.Art an den Flachen ¢=0 und @=3n
(c) gemischten RB, d.h., 1.Art bei =0 und 2.Art bei o=2n

geldst werden.

Bei r=1 wurden in allen 3 Fidllen Dirichlet-Bedingungen
gewdhlt, da iliber den unexakt erfaften Rand nicht integriert
werden sollte. Hingegen wurden bei z=0 wund 2z=1 Neumann-
Bedingungen gestellt, damit die Anzahl der Knoten, in denen
Funktionswerte berechnet werden miissen, moéglichst grof wird.
Bei groben Schrittweiten wire sonst die Zahl der Randknoten
1.Art nicht mehr klein gegen die Gesamtknotenzahl, was zu ei-
ner unrealistisch guten Losung fiihren wirde.

RB 2.Art —
H (a) ' (b) ‘ (e)
RB 1.Art > «—t— - RB 1.Art | RB 2.Art | RB l.Art
<l RB 1l.Art | RB 2.Art | RB 2.Art
l T
RB 2.Art——>'\_

Abb. 5.2.: Festlegung der Randbedingungen bei den 3 Testauf-
gaben (a), (b) und (c)

5.2.5. Die Testfunktion. Fir A und $(.) wurden gesetzt:

(a) A= 2 und B(e) = sinhp
(b) A= 2 nnd ®(¢) = coshe
(¢) A =2 und D(p) = sinkp
In allen 3 Aufgabenstellungen wurde
Fa-20 2, .1

¥ = x(r,z) = (r?+z?) (1n(10 2 (r?+22)%))

verwendet.

Der Koeffizient im logarithmischen Term wird bendtigt, da
lnr=0 fiir r=1. Er muB viel kleiner als 1 sein, denn sonst
hitte u in der Umgebung von r=1 einen grofen Gradient, der
die Qualitdt der Ergebnisse beeinfluBt, aber untypisch ist.

In den nichsten 3 Punkten wird gezeigt, daB die angegebene
Funktion die unter 5.2.2. gestellten Forderungen erfiillt.

-2 3, .-1
5.2.6. Satz. Fiir ¥{r,z) = (£242*) (In(e(r?2+z2)%))
gilks gewz’z(g) e azk.

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnung: Es werden Kugelkoordi-
naten r=pcosy, z=psiny eingefithrt. Mit der Substitution
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g:=(1n(ep)) " gilt folglich ¥=02 g,
(i) Zeigen gewg'z(g)'
14
m 1-2) 2
“x, A %(9) " = In {{ # rdrdz
i (cgey? 2 1 2-2)_ 2 3 (g iny)t bl 2-2) 2
= | ] (ecosy) Yo TP dedy +, [ (ecosy)T e P dew}
0

pa 1<(cosw) *<¥Z in [0,3n] und 1(siny) <2 in [4n,3n] gilt,
kann man zundchst die Integrationsgrenzen erweitern und dann
cosy mit dem Maximum 1 aus dem Integral ziehen. Man erhalt:
2
ls: W2 (2)|* < $n-4m I e ®s%do, was endlich ist. o
_s8

(ii) Zeigen XEWA (Q): Wegen gr=Q -_r[(—-l ﬁ—ﬁ 1,
32=Q z[(w—k)ﬁ—ﬁz] und gi+g§+g§:gr+gz gilt

i1
W2 (@)% = 8n Jf r 2 (2-0)8-p% 1 rdrdz
00 )
12 -
< 3n-dn f o' (3-M)E-B"17de analog (i)

Da dieser Ausdruck endlich ist, folgt mit (i) die Teilbehaup-
tung. |

(iii) Zeigen xeWa’(Q):

ol 2
Es gilt 0 ¥ = 2+l a212)% 4%, und folglich mit
lot 8%1x,8%2x, 8% £
1 2 3
¥op = 0 2 {L(3-N)B-F ]+; [(-2-)) (3-M)B+(2n+1)8%+2871}
Bap: = {[(E—R)ﬁ—ﬁ ]+: [(=2-N)(3-N)B+( 2k+1)ﬁ +2ﬁ 1}

—E—A rz

Xoo = © 9_2[(-%-M(%—Mﬁﬂz?wl)f?2+2531

und  py(f) := 2[(——R)ﬁ 21282 angR- (30517

|g;w§'2(9)|2 an u 20 P p () rdrdz

00 _
\z »

< n-$n [ o pg(flde < analog oben. o
0

(iv) Zeigen x¢W>?(Q) fiir a<h: Analog (iii) gilt

11
2,2 2 Zx  —3-2x
|:W, (2)|" = 8n JJ r°‘9 P () rdrdz
00
> 2 } f r 8-2 (8)rdrdz Einschrankung des
o E 0 0 Q Ps Integrationsgebiets
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1 im
20044 —3-2)
= 2n [ [ (ocosy)” o  pg(f)odyde
0 0
a“ %'ﬂ' 3
Da f(cosw) 2 [(cosy) dy = §, gilt weiter
0
2,2 2 —1-2(—00)
|3 W ()| 2 f o “pg(f)de
0
Der letzte Term divergiert aber fir a<A. |
Ausz jii) folgt mit Hilfe des Einbettungssatzes 2:.1.3.(iv)
yeW, () fir az\. 3

5.2.7. Satz. Mit den in 5.2.5. eingefiihrten Funktionen &(.)
und ¥(.) gilt: u = (H}@(p)g(x} E W>%(q).

Beweis. (i) Durch Ausdifferenzieren erhdlt man

2,2 2 2 1 1 2 ;1 1 2 2
|u; W™ (e)|" = £[urr+2(;um~r—zu@) HFUpptou, )2 +2u” Uy r21,1“”‘,+u 1dx

v

A —
!2 “ir dx = C° :(f?[rh 3‘+2r>‘ 12;12h+r Wga ] 29%ax

2 2y 2 2t 22,2
C™ S pptT  ByXpptT ]@ dx +
I7)

4

(5]

113

11 o _ a’
F @zd@ ff[IFAiggrr+r2kzggr]drdz +c° I @2dp IJr 3?drdz
00 0 00

+C

O Sy Q3|2

(ii) Das erste Integral I, ist beschrankt: Mit @2(@)51 und
durch Anwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

|11| < l£r2?\girdx| + l}[;rZA—ierrrdxl lj- 222 dei

0,2 2 0,2 0,2 2
Durch Aufrunden der einzelnen Terme und mit W:'Z(Q)GW;ﬁ(Q)

folgt schlieBlich |T,| < 3 |35 Wy (2)|* < o o

(iii) Durch Ausdifferenzieren und Ubergang zu Kugelkoordina-
ten (vgl. Beweis in 5.2.6.) erhdlt man

Zn Oy L Y

{{[rm_im}p = wrldrdmf “£{ (ocosy)™” 2o* ﬁQ ocosp)B3N-B)
+(Qcosw)2"“9%"‘ﬁg‘ [B(3-A-R )8 cos pl-E-NE-A2N-1)8+28%)] Jodody

oy ¥ -1 -1.2 2 2+
o f{20 B aNBIcos” g BRI NEAEA-1)8+26" 1cos  y}dody
0 0
Offenbar liefert die Integration iiber @ einen beschrankten
Em
Ausdruck, und beziiglich ¥ ist nur f co;mdwdw fiir A<% nicht-

0
trivial .Man kann dieses Integral aber in 2 Teilintegrale zer-

legen:
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in in

f co zwiwdw < (%q§)2kﬁdw - (%45)2»4_%n

) 0

3w in A=1 23 3 1-2)

1) COSdede < V2 [ cos’ v sinpdy =-\2cos ¥ |i: =(N2)

’}i 4‘"-’ *
Damit ist die Beschranktheit dieses Integrals gezeigt. ]

(iv) Zuletzt wird die Unbeschrénktheit des verbleibenden
Integrals in (i) bewiesen:

11 i eyl

2-3 2 2-3, 3-2.2.2
e "%%drdz = | [ (geosy)” (g ") A gdody
00 0 0
p 1,2 in in 2x-3
2 [ o pdo [ cos™ wdy = C [ cos d
0 0 0
3m . Cosza—zw 3n
> o
2 C { cos Y sinpdy C 2 . m}
Damit ist alles gezeigt. [ |

5.2.8. Satz. Fir die angegebene Funktion gilt
Au = Crisimp o 2 BL(3-N)(A+2)-28(1-8)] e Ly(2),
aber Au ¢ Lp(sz) fiir p>2.

Beweis. (i) Die Gultigkeit der Formel zeigt man durch Nach-
rechnen. Dies soll an dieser Stelle nicht vorgefithrt werden.

(ii) Die quadratische Integrierbarkeit erhdlt man nach dem
aus den vorangegangenen Beweisen bekannten Muster durch Uber-
gang zu Kugelkoordinaten:

2 11
g(ﬁu)zdx = f@zd@ [P 262 (3-0) (A+2)-28 (1-£) 17 drdz
~ 0
< & [ &%ap f ¥ Qcosw)z"“ TP (30 ) (A +2)-28 (1-8) 1 edody
o} 0]

2
& de f c:c:nsml wdy f o ﬁ [(3-2)(A+2)-28(1-8)] dQ <

Da die 3 Integrale endllch sind, ist die Behauptung gezeigt. O

N
A

O =y N O Nl

(iii) Die Beziehung ﬁu¢:Lp(Q) fiir p>2 zeigt man analog durch
Abschatzung nach unten:

3
L Q}kpﬁp[(%—k)(h+§)—2ﬁ(1—ﬁ)]pdg divergiert, wenn 2-Zp<-1.

]
0
5.2.9. Bemerkungen. (i) Die Konstruktion einer den Forderun-
gen 5.2.2. geniligenden Funktion u ist durchaus nicht trivial.
) 1-A - 2,2 .
Z.B. ist ¥4=T (lner) g EWA (), aber dann gilt

u1=CrRsinhp-gi=Cr(lnszﬁ_iewzz(g).
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Weiterhin ist 32=(rbq(1nsrfd+z)2€W?z(Q). in diesem Falle
ist auch u&WaZ(Q). Jedoch kann dann bei

u2=CrAsinJ\40-3‘2=Csinkqo(rhzz+2rz(lnsr]_i+r2-A[ln$r]—2)=Cr>‘sin)\qo z° +w

’ A ~ 2
ein regulirer (WZZ(Q)-)Antell abgespalten werden und X,=2

ist dann sogar unendlich glatt. Auch diese Funktion scheint
nicht repréasentativ.

Eine derartige Umformung (Taylorreihenzerlegung von ¥ bezig-
lich =z) fithrt bei der in 5.2.5. beschriebenen Funktion nur

fiir 0<z<r auf eine konvergente Reihe
1

i _ _2 -
u=r?(lner) 1+z2r 2;@((lnaxﬁ 1)+... (py(+)...Polynom 2.Grades)

2,2
Jedoch ist kein Summand aus W (7) (9 = {xeQ: z<r}).

(ii) Die Abschneidefunktion wurde bei der Konstruktion von u
der Einfachheit halber (Bildung der Ableitungen, Programmie-
ren der Formeln) weggelassen, obwohl man sich dadurch z.T.
inhomogene Randbedingungen einhandelt. Das stellt jedoch kei-
ne Einschridnkung der Aussagekraft des Testbeispiels dar.

(iii) Man kann die hier formulierten Aufgaben auch als Tests
fiir Polyedergebiete betrachten, da die Eckensingularitidten
bei z=0 und z=1 schwidcher als die Kantensingularitat sind

(vgl. [Stephan/Whiteman 1988]: Die Eckensingularitdt beim ge-
2
mischten Randwertproblem ist von der Gestalt r®sinf¢ mit kon-

stantem Koeffizienten davor, r...Abstand zur Kante!).

5.3, Realisierung der TestgrdBen

5.3.1. Mit den Rechnungen wurde das Ziel verfolgt, die Ord-
nungen der Approximationsfehler in der WL2~ und der Lz—Norm
iber dem Gesamtgebiet Q und dem Teilgebiet Q,={(r,p,z)eQ:r>35}
fliir verschieden graduierte Netze zu bestimmen. In den
nichsten Punkten soll die rechentechnische Umsetzung dessen
beschrieben werden.

5.3.2, Netze und deren Graduierung. (i) Um Approximationsord-
nungen zu bestimmen, braucht man FEM-L&sungen bei verschiede-
nen Schrittweiten. Alle Testaufgaben wurden mit Tetraedernet-
zen der Schrittweiten 1/6, 1/9, 1/12, 1/15 und 1/18 gerech-
net. Charakteristische Netzparameter liefert Tabelle 5.1.

Schrittweite 1/6 i/9 1/12 1/15 1/18
Anzahl der Knotenpunkte 784 2350 5239 9856 16606
Anzahl der Tetraeder 3240 10935 25920 506256 87480

Tabelle 5.1.: Anzahl der Knotenpunkte und der Tetraeder bei
verschiedenen Schrittweiten



108

(ii) Die Graduierungen wurden durch Anderung der EKnoten-
koordinaten erreicht: Liegt ein Netz mit dem Verfeinerungs-
parameter M, vor, und soll ein Netz mit M, erzeugt werden, SO
werden die neuen Koordinaten durch folgenden Algorithmus
bestimmt:
q = (Ml“ﬁiz)/(z*."&ig)
for i=1..k do
c = (x2+y?)"
X 1= c¥x
y = c¥y
next i

(Nach Strahlensatz gilt xneu=xa&*rnm/ra}_l,’., Vpow=Yett X Trey/ Loy und
1/ =1/ g .

Tpeu/Tay=C 2 1=Tgy mit a=(My=Mp)/(2%u) . )

Der Einfachheit halber wurden die z-Koordinaten nicht veran-—

dert, d.h., es entstehen "langgestreckte Elemente" (vgl. 3.1.).

Die Ergebnisse scheinen dadurch nicht negativ beeinfluBt

(vgl. Kap. 5.4.).

5.3.3. Fehlernormen. (i) In allen Fidllen wurde die FEM-LGsung
u; mit der Interpolante der exakten Losung ﬂhu verglichen.
Dadurch wurde die Berechnung der Fehlernormen einfacher.
|up-Npull ist aber eine in dem Sinne mit |u-u| vergleichbare
GroBe, daB

fup-Nxull < Ju-usll + Ju-Naull
wobei die theoretisch vorhergesagte Konvergenzordnung fiur

|us,-Myul mindestens so grof wie die fiur |u-us| war (zumindest

in den RAumen WLZ und im LZ’ vgl. Kap 3. und 4.). Es ist fur
spezielle Beispiele natiirlich trotzdem moglich, daB die
Konvergenzordnungen fiir |u,-Myul und [u-ua| voneinander ver-
schieden sind.

.. . - . . ;
(ii) Sei wvp:i=u,-Myu und veR die =zugehdrige Gitterfunktion
13

(Vh(“)=1§1V¥¢N*”’ k ... Anzahl der Knotenpunkte, ¢;(x) ...
FEM-Ansatzfunktionen). Dann gilt: lvh;WLz(Q)lz = jWVvhﬁdx =
2
k £ kK
}E(Lgiviv@i (%) )1(2j§ivj‘~?¢j(x) Ydx = Lgijgiviv~fa(¢i i) = <>,
d.h., die W (Q)—Hglbnorm kann als energetische Norm des
Fehlervektors im R  berechnet werden (4 ... Steifigkeits-
matrix).

(iii) Fiir lvh;WLZ(QT)| wurde eine zweite Matrix aufgebaut,
die aus der Summe der Elementsteifigkeitsmatrizen der
Elemente aus {7 besteht, und mit dem anteiligen Fehlervektor
die energetische Norm analog (ii) berechnet.
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(iv) Fiir den Fehler in der Lz—Nor% %Elt:
2 2 2 _
HVMLi(i)u = !thdx = % [vadx = & L§1j§1mivij {%zf:sjdx =
A 1
= L i§1j§1"m"m‘ %: PaidajdetIpd% = o KdetIs L va; j};tvm 1

fir i%j und [($y)°d% = 6_3

A

Dabei sind 4 (i=1..4) die 4 Knoten des betrachteten Elements
A und A das Referenzelement.

denn !ééléﬂjd% = I~2—6
A

(v) Die LZ(QT)—Fehlernorm wurde analog (iv) berechnet; es
wurde lediglich iiber weniger Elemente summiert.

5.3.4. Andere Fehlereinfliisse. Um Approximationsordnungen zu
bestimmen, ist es notwendig, den EinfluB anderer Fehlerterme
zu minimieren. Zur numerischen Integration wurde die b-
Punkte-Gauss-Formel fiir die Tetraederelemente und die T7-
Punkte-Gauss-Formel fir die Dreiecks-(Oberflichen-)Elemente
gewdhlt. Die Benutzung noch besserer Formeln hatte keinen
EinfluB auf die Ergebnisse.

Zur Aufldsung des Gleichungssystems wurde das mit der unvoll-
stindigen Cholesky-Zerlegung (IC(0)) vorkonditionierte Ver-
fahren der konjugier&en Gradiinten benutzt:BAls Abbruchkrite-
rium wurde |,4-¥ 3R | <& - |wsR | mit £=10" verwendet. Eine
noch kleinere Abbruchschranke verinderte an den Fehlernormen
nichts.

5.2.5. Bestimmung der Approximationsordnung. Aus den Werte-
paaren (h;,v;). yﬁ:"%,—ﬂh‘qh i=1l..fi, wurde die Konvergenz-
L H

ordnung mit der Methode der kleinsten Quadrate fir die loga-
o

rithmierten Werte bestimmt: v=Ch ist aquivalent zZu

lny = 1nC + alnh, die genannte Methode liefert

X ) IS »
. H;ilnyihza(lnhi - “Ealnhik=1(lnhi)(lnyﬂ

z 2 a 2
fi L (1nh;)" - (L 1nh)
1=1 1=1
Dabei wurde C*C(h) angenommen.

5.4, Resultate und Diskussion

5.4.1. Vorbemerkung. Wie in den vorherigen Kapiteln bezeichne
» den Singularititenexponent, M den Netzgraduierungsparame-
ter, o, die theoretisch gezeigte und o die praktisch erzielte
Konvergenzordnung. Entsprechend 3.3.6., 3.4.5., 4.1.3., 4.1.5.
und 4.2.7. werden fiir |u,-Ijull folgende Konvergenzgeschwin-
digkeiten erwartet:




110

pEh |l M<A M=1 x2d || A<k
PO Ea B | S5t Ol I
lup-Tau;Ly(2)] 2%—5 2 || Jus-Tauslotep)] | 22 | 2

Tabelle 5.2.a) und b): Erwartete Konvergenzordnungen &y in
Gesamt- und Subgebiet

5.4.2, Aufgabe (a). (i) W'’ ?(9)-Fehlernorm. In Tabelle 5.3.
und Diagramm 5.1. sind die W' “(Q)-Fehlernormen, die in den
durchgefithrten Rechnungen
ermittelt wurden, und die
daraus berechneten Konver-
genzordnungen dargestellt. 62 |
Fiir M2\ werden die theore- .

tisch vorhergesagten Werte T \QTa

gut widergespiegelt. [\\\.\u

Es ist zu beobachten, daB 42 | O N e
die Konvergenzordnung mit Y ."\:
feiner werdender Schritt- 32 T “ﬁfn\\  _"_ \\
weite groBer wird, teil- V}f\ N w\‘\\ - p=1.0
weise sogar leicht Dbesser ‘ _w\ N
als vorhergesagt. Es ist 2E2 T N NN
allerdings zu bezweifeln, 'f[ S e p=0.8
daB sich diese Tendenz \ “\\\‘\\
fortsetzt (vgl. 4.1.7.). LN n=0.7
Im Fall p<A liegt die Kon- \\‘“\\\
vergenzordnung iber 1, al-
lerdings fiir kleine M auch
weit unter m (diese Werte 8E3 N

1E2 ] % X

sind in Klammern in der a8 | Y p=0.4
Tabelle angegeben). Die T vu=0.3
Ursache 1liegt méglicher- : : : : i
weise darin, daB in der 6 9 12 15 18 h
Lésung kein regulidrer An-

teil enthalten ist. Aber Dlaﬁramm 5,1.: Fehler in der
auch filiir den singuldren Q)-Norm bei verschiedenen
Anteil ist es nicht gelun- Netzgradulerungen und Schritt-
gen, eine ilUberlineare Kon- weiten

vergenz nachzuwelisen.

Der kleinste Fehler wird fiir u zwischen 0.3 und 0.4 erreicht.
Das Anwachsen fiir noch kleinere M wird vermutllch durch die
Entartung der Elemente verursacht (r5: r1—2 folglich
hy:hyx4.7 fir u=0.4, 9 fiir mu=0.3, =31 flir u=0. 2, vgl. auch
Abb. 5.3.). Die verwendete Strategie zum Generieren so stark
graduierter Netze ist unginstig, auf den Kreisbdgen r; mit
i22 sollten weniger Knoten liegen. Diese Vermutung wurde aber
praktisch nicht iberprift.
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Abb. 5.3.: Netz mit der
Schrittweite h=1/9 und ver-
schieden grofen Parametern M

(Isolinienniveaus: 0.005,
0.01, 0.015, 0.02, 0.025,
und 0.03)
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h M=1.0  n=0.9 u=0.8 w=0.7 u=0.6 w=0.5 M=0.4 p=0.3 n=0.2

6 05533E1 05069E1 0458984 04120E1 03711E4 034314 0.3344E1 0.3569E4 0.4613E1
9 04246E1 03770E4 0.3286E4 0.2818F1 0.2401E1 0.2068E4 0.1850E4 0.4958E1 0.2337E4

12 0.3541FE4 0.3048E4 025864 0.2146E1 04755E4 0.4435E1 0.4206E1 0.4162E4 0.1480E4
15 0.3026E4 0.2583F4 0.2146E4 04735E1 04374E4 0.4079E4 0.8785E2 0.8567E2 0.1110E4
18 0.2680E1 022554 0.4842F4 04458E1 0.4125F4 0.8329E2 0.6588E2 05988E2 0.6174E2
cx1 0.660 0.737 0.831 0.946 1.087 1.282 1.473 1.617 1.738
o )| 0.666 0.743 0.837 0.953 1.097 1.330 1.48% 1.625 2.124
Oly 0.666 0.741 0.833 0.952 1. 1. 1. & 1.
(1.111 1.333 1.667 2.222 3.333)

1,2 . .
Tabelle 5.3.: Fehler in der W' (Q)-Norm bei verschiedenen
Netzgraduierungen und Schrittweiten, daraus bestimmte Konver-
genzordnungen & und zum Vergeich der erwartete Wert o,

(ii) L,(Q)-Fehlernorm. Die Resultate (vgl. Tabelle 5.4. und
Diagramm 5.2.) bestdtigen die erwarteten Konver%enzaussagen.
Die Toleranzen sind zwar grdBer als bei den W’2(9)~Fehler—
betrachtungen, aber noch in Bereichen, wie sie auch von ande-
ren Autoren als normal betrachtet werden [von Petersdorff
1989]. Mdglicherweise kdnnten mit noch kleineren Schrittwei-
ten noch bessere Ergebnisse erzielt werden;
vorhanden (vgl. Diagramm 5.2.).

die Tendenz ist

bt w10 we0.9 pe0.8 0.7  u=0.6 me0.5 0.4 p=0.3  p=0.2
6 09639E2 0.8315E2 0704502 05921F2 05068E2 0462162 04726E2 05682E2 0.8654E2
9 0.6067E2 04965E2 03970E2 0.3143E2 02545E2 02223E2 0.2221E2 0.273%E2 04223E2
12 04302F2 03392E2 0260362 04975F2 0453762 0430162 04274E2 0456282 0.2461E2
15 0.3275E2 0.2507E2 0.4863E2 04368E2 0403262 0.8541E3 0.8405E3 0.1020E2 0.1603E2
18 02614E2 04952F2 04418E2 04009E2 0.7462E3 06128E3 05835ES 0.7059E3 0.1110E2

CRZ 1.188 1.319 1.460 1.610 1.745 1.844 1.9010 1.899 1.867

o )|l 1.228 1.363 1.498 1.656 1.782 1.858 1.924 1.957 1.962

Oy 1.333 1.481 1.666 41.9058 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

Tabelle 5.4.: Fehler in der LZ(Q)—Norm bei wverschiedenen

Netzgraduierungen und Schrittweiten, daraus bestimmte Konver-
genzordnungen o und zum Vergeich der erwartete Wert o

1 : ;
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3 feinsten
Netze berechnet.

2
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3
Netze berechnet.

feinsten
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Die unerwartet gute Konvergenz in der WLZ(Q)—Halbnorm fir
M<A kann hier nicht beobachtet werden. Sie ware auch sehr
verwunderlich gewesen, denn bei der Herleitung der LZ(Q)—
Approximationsfehlerordnung (vgl. Kap. 4.1.5.) wird noch eine
zweite Aufgabe betrachtet, deren Ldsung dann auch iberlinear
konvergieren miiBte.

a~ T
%8 T 93 T .
O BN
TES 1T N\ TS T\
5E3 t ! -\\‘\. \._\\ \‘,\‘-\ \ . lLI- 5EZ T \\\ \
AN N R : ' N\ ] N\
..\.\‘ \,‘\\ 9
\\“‘\A \_\. , \\“ | .
3E8 T W NN N 3E8 T
NN N . p=1.0 ]
\ N\ | y
. \ \ \ \ ‘~.\‘ \\\
28 oy m=0.9 2E3 + \ \ \
N\ p=0.8 NN \ \
i\\ 2 \‘ Y \\
Z A VA
. \ u__o 7 \\ " 2 1.1=0 . 2
1E8 1 7 N s 1B 1 1 \\W
o { \\
TE4 | TE4 -+ % =03
L =0 ° 5 \“'.‘
s *u=0.4
+ + . - 1 : i . - f
6 9 12 15 18 h 6 9 12 15 18 h

Diagramm 5.2.a) und b): Fehler in der I?(Q)—Norm bei ver-
schiedenen Netzgraduierungen und Schrittweiten.

(iii) L (Q)-Fehlernorm. Fiir den Fehler in der L,(Q)-Norm wur-
den in der Arbeit keine Abschidtzungen hergeleitet. Séndig
[1990] erwartet fiir gleichmaBiges Netz und feL,(Q) 0,=0.6667.
Da f hier nicht in L_(2) ist (unbeschrdnkt fir x»0), wiirde
man o<a, erwarten. Tatséchlich wurde Jjedoch ein wesentlich
glinstigerer Wert erreicht (vgl. Tabelle 5.5. und Diagramm
5.3.). Die Ergebnisse deuten eher auf eine Ubertragbarkeit
der Resultate von Schatz und Wahlbin [1979] auf den drei-
dimensionalen Fall hin. Dort wurde fiir den zweidimensionalen
Fall hke fiir das unverfeinerte Netz und h fir eine Verfeine-
rung mit u=3A gezeigt. Deutlich wird, daB Netzverfeinerung
auch hier die Konvergenzordnung erhdht.

Fiilr kleine M treten auch hier nicht erkldrbare Effekte auf.
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h pM=1.0  p=0.9 u=0.8 u=0.7 u=0.6 N=0.5 u=0.4 p=0.3 p=0.2

6 | 0392961 03684F4 0.3406E4 0.3109E1 0.2822E4 0.2553E1 02182E1 0.2212F1 0.2434E1
9 || 0317584 02916E4 02636F4 023531 0.2094E1 04822E4 04478E4 0.1461E1 0.4478E4
12 || 0270981 02456F1 0.2189E1 0.4931E1 04700E4 0.1433E4 0.4203E4 0.4156E1 0.1128E4
15 || 02389E1 0.2145E4 0.4898E4 0.4658E4 0.1447E4 04189E4 04022E4 0.9728E2 0.1013E4
18 || 02154E4 04919E4 0.4681E4 0.1466E1 04270E1 0.4013E4 0.8859E2 0.8176E2 0.7369E2

ol 0.547 0.594. 0.643 0.685 0.727 0.839 0.809El )0.891  1.025

Tabelle 5.5.: Fehler in der Maximumnorm bei verschiedenen
Netzgraduierungen und Schrittweiten und daraus bestimmte Kon-
vergenzordnungen o

1\
\\
288 + O\
42 T >~ 1 '
N I
3g2 + \\ 7E3 "
N ] N
g \ 1,2
S T \ R
t\.\- -‘\‘ \ ‘ S - Y L] - . T \\‘ ‘l“
22 1 N\ N RN u=1.0 5E8 \ Norm
> \\ S g 1=0.9 1 Lm—NOI'I!l
NN S e=0.8 .A
N N N
Y u=0.6  3E8 f\ %
\';:'\.‘ “-\\ l{.{ N\
182 | QO FEDes N N
i O u=0.4 op3 T LN \
8E3 | N-u=0.3 3
i " e, 2 A
'Lz—Norm
' ' - N - fff : ' - - _f
6 9 12 15 18 h 6 9 12 15 18 h
Diagramm 5.3.: Fehler in der Diagramm 5.4.: Fehler im
Maximumnorm bei verschiedenen Teilgebiet Q@ in verschiede-
Netzgraduierungen nen Normen

3
) Mit kleiner werdender Schrittweite stark fallend.
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(iv) Subgebiet. Im Subgebiet wurden nur nichtgraduierte Netze
untersucht, da nur dafiir Konvergenzaussagen vorhanden sind
und auBerdem fiir graduierte Netze die rechentechnische Reali-
sierung wesentlich komplizierter ware.

Die Ergebnisse in der WL (QT)—Halbnorm lassen a=2A vermuten,
obwohl nur ¢, =1 erwartet wird. Die Ursache kénnte auch hier
im Fehlen eines reguliren Ldsungsanteils liegen.

In der LZU%J—Norm scheint o,=2A<2 bestdtigt zu werden, ob-
wohl nicht gezeigt wurde, daB diese Ordnung optimal ist (vgl.
4,2:8:),

Fiir den Fehler in der Lm(QT)—Norm gibt es Aussagen flir den
sweidimensionalen Fall, die noch nicht auf das dreidimensio-
nale Beispiel iibertragen wurden: Schatz und Wahlbin [1979]
zeigen fiir Qr die Konvergenzordnung 2A-€.

h_1 WLZ(QT)—Norm LZ(QT)—Norm Maximumno rm
6 0.2556E1 0.6384E2 0.2136E1
9 0.1445K4 0.3635E2 0.1184E1
12 0.9702E2 0.2453E2 0.7812E2
15 0.7143E2 0.1812E2 0.5652E2
18 0657482 0.1419E2 0.4 355E2
a4 1.386 1.36¢ 1.448
a ) 1.367 1.350 1.441

Tabelle 5.6.: Fehler im Teilgebiet Qr in verschiedenen Normen
und bei verschiedenen Schrittweiten und daraus bestimmte Kon-
vergenzordnungen &

ht| w10 w09 0.8 w07 me0.6 p=0.5 0.4 p=0.3 u=0.2

6 05778E4 05302841 0.4807E1 04316E4 0.3877E4 0.3556E4 0.3420E1 0.3603E4 0.4629E1
9 0.4384E4 0.3902E4 0.3409E1 0292961 0.2495E4 0.2139E1 0.4895E4 0.4980E1 0.2355E1
12 0.3601E1 0.3135E4 02667E4 02219F4 0.4817E4 04482E4 04236E4 0.4179E4 0.1498FE4
15 0309261 0.2645E4 02204E4 04787E4 0.1418F4 0.1116E1 0.8984E2 08697E2 0.1126E4
18 02729E4 02302E1 0.4886E4 01498E4 04157E4 0.8574E2 0.7508E2 0.6097E2 0.9637E2

ol 0.683 0.759 0.852 0.963 1.101 1.287 1.405 1.610 1.454
o )|l 0.681 0.756 0.847 0.956 1.087 1.25¢ 1.456 1.476 1.667
Oly 0.666 0.741 0.833 0.952 1. 1 1. 1 1.

(1.111 1.333 1.667 2.222 3.333)

1;
Tabelle 5.7.: Fehler und Fehlerordnungen in der W 2(SZ)-—Norm

) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3 feinsten
Netze berechnet.

) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 2 grobsten
Netze berechnet.
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5.4.3. Aufgabe (b). Die Fehlernormen und die daraus berechne-
ten Konvergenzordnungen sind in den Tabellen 5.7. bis 510
wiedergegeben. Die Qualitit der Ergebnisse ist vergleichbar
mit Aufgabe (a).

Bemerkenswert ist, daB sich schon bei kleinen Schrittweiten
gute Konvergenzraten einstellen. Es scheint sich die Vermu-
tung zu bestdtigen, daB das Verhdltnis p der Randknoten 1.Art
zur Gesamtknotenzahl bedeutsam fiir die Konvergenzordnung ist.
(Bei relativ vielen Randknoten 1.Art (groBes p) wird der Feh-
ler klein, da in vielen Knoten u=u, gilt.)

Wt w10 w09 pe0.8 0.7 =06 =05 p=0.4 0.3  N=0.2

6 0.9700E2 08372E2 0.7096E2 059632 05096E2 04631E2 04718E2 05664E2 0.8643E2
9 06096E2 0499262 0.3994F2 03162E2 0255962 02230E2 02222F2 02737E2 0.4219E2
12 04319E2 0.3406E2 0.2615E2 01985E2 0.4544E2 0.4307E2 042772 0.4563E2 0.2459E2
15 03285E2 02516E2 04874E2 04374E2 0.4037E2 09194E3 0.8423E3 0.1021E2 0.1603E2
18 0261762 04958E2 0441862 04020E2 0.7464E8 0.6153E3 0.4393E2 0.7068E3 0.1137E2

o 1.192 1.3283 1.466 1.609 1.749 1.814 1.3487 1.895 1.851
o )|l 1.146 1.275 1.417 41.564 1.699 1.802 1.857 )1.79 1.769
Ol 1.333 1.481 1.666 1.%05 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

Tabelle 5.8.: Fehler und Fehlerordnungen in der L,(2)-Norm

h M=1.0  p=0.92 u=0.8 w=0.7 =0.6 p=0.5 =0.4 u=0.3 u=0.2

6 0500564 04715E4 04383E1 040194 0.3644E4 0.3253E1 0.2724E1 0.2461E4 0.2724E4
g 0402364 0.3720E4 0.3383E1 0.3028E4 0.2672E1 0.2275E1 04730E4 0.4597E4 0.1622E41
12 0.3426F1 0.3129F4 0.2805E1 0.2474E4 0.2145E4 0.4768E1 0.4304E1 042214 0.1207E4
15 0.3019E1 0.2731E1 0.2424F4 0.2116E4 0.4810E4 0.4497E4 0.4096E4 0.1035E1 0.1076E4
18 02722F1 02442F4 02150E1 0.4877E4 0.4576E4 0.4219E1 0.1201E4 0.8308E2 0.1030E4

s} 0.555 0.599 0.648 0.695 0.763 0.877 0.811 0.965 0.904
o )| 0.53 0.585 0.63% 0.698 0.765 0.882 1.120 1.066 1.277

Tabelle 5.9.: Fehler und Fehlerordnungen in der Maximumnorm

) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 2 grobsten
Netze berechnet.

i -1 . "
) Der Wert fiir h =18 kann nicht erkladrt werden, zumal er
nur in der Lz—Norm aus der Reihe fallt.

) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 2 grobsten
Netze berechnet.
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h_1 WLZ(QT)—Norm LZ(QT)—Norm Maximumno rm

6 0.2612E1 0.6409E2 0.2750E

9 0.1466E4 0.3646E2 0.14 9 8E1
12 0.9808E2 0.2459E2 0.9619E2
15 0.7203E2 0.1815E2 0.6 825E2
18 0.56 05E2 0.1417E2 0.5143E2
o 1.401 1.373 1.527
o) 1.424 1.391 1.498

Tabelle 5.10.: Fehler im Teilgebiet @y in verschiedenen Nor-
men und bei verschiedenen Schrittweiten und daraus bestimmte
Konvergenzordnungen.

5.4.4. Aufgabe (c). Bei den starken Singularitdten, die in
den Losungen gemischter Randwertaufgaben auftreten, wird die
Wirkung der Netzverfeinerung besonders deutlich. Die Ergeb-
nisse der Tests stimmen gut mit den theoretischen Aussagen
iiberein. Insbesondere im Subgebiet ist festzustellen, daB die
W'E(Qr)HFehlerordnung nur min{2\,1} ist und nicht von A un-
abhingig lineare Konvergenz erhalten wird.

h M=1.0  u=0.9 pM=0.8 u=0.7 m=0.6 u=0.5 w=0.4 u=0.3 M=0.2

6 02236 02128 01995 01834 04641 04419 0419 01049 01138

9 02041 04911 04757 04575 04364 04128 0.8910E1 0.6966E1 0.9290E1
12 04900 04759 04594 01403 04186  09505E1 0.7162E1 0.4849E1 0.7286E1
15 04791 041643 04473 04278 04063 0.8297E1 05862E4 0.3901E4 0.7153E4
18 04704 04552 01378 01183 0.9666E4 0.7295E1 05316E1 0.3037E1 0.7438E1

0.247 0.287 0.337 0.399 0.481 0.601 0.75¢ 1.124 0.433

| 0.268 0.309 0.359 0.424 0.504 0.651 0.741 1.447 -— )
o, || 0.83 0.370 0.417 0.476 0.556 0.667 0.88 1. 1.
(1.414  1.667 )

Tabelle 5.11.: Fehler und Fehlerordnungen in der WLZ(Q)—Norm

°©
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 2 grobsten
Netze berechnet.

10 . ; ;
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3 feinsten
Netze berechnet.

11
) Die Entstehung der Werte in dieser Spalte kann nicht

erklart werden.
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| g0 w09 0.8 m=0.7 =06 w=0.5 p=0.4 0.3 u=0.2
6 04856F1 0.4382E1 0.3847F1 0.3260E1 0.2646E1 0.2061E4 0.4601E4 0.4400E4 0.1667E4
9 038664 03371F4 02842F1 02296F1 04761E4 042824 0.9181E2 0.7943E2 0.9219E2
12 0.3251E1 02769E1 0.2271E4 0.14775E41 0.1308E1 0.9070E2 06115E2 04749E2 0.6165E2
15 0.2829F4 0.2368E4 04904F1 0144961 04051E4 069812 04490E2 0.3543E2 0.4860E2
18 0.2522F1 0.2079F4 04641F1 0.1233F1 0.8528E2 05455E2 04533E2 0.2443E2 0.4308E2
aiz 0.597 0.679 0.776 0.887 1.025 1.203 1.22313 1.578 1.259
o )| 0.626 0.707 0.801 0.899 1.052 1.251 0.762 )1.627 0.8%1
Oly 0.667 0.741 0.833 0.952 41.111 1.333 1.667 2.0 2.0
Tabelle 5.12.: Fehler und Fehlerordnungen in der LZ(Q)-Norm
h™ | pet0 w09 we0.8 u=0.7 p=0.6 n=0.5 =04 n=0.3 u=0.2
6 04479 04430 04359 04262 04451 04003 08207E41 06196E1 055234
9 04416 04353 01268 04156 01011 08312E1 0.6264E1 0.4120E1 0.4734E4
12 04369 04291 04490 04062 0203981 0.7168E1 05114E1 02912E4 0.4040E4
15 04320 04233 04122 0.9853F41 08222E4 063371 04309E4 0.2317E4 0.3971E4
18 04276 04181 04064 0922961 0.7558E1 05693E1 0.5813E1 0.1863E1 0.4065E1
“ 0.132 0.172 0.222 0.285 0.382 0.514 0.702 1.096 0.30715
)|l 0.1473 0.219¢ 0.276 0.346 0.441 0.568 0.726 1.099 — )
Tabelle 5.13.: Fehler und Fehlerordnung in der Maximumnorm

12 . . .
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3 feinsten

Netze berechnet.
13

werden.

14
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3

Netze berechnet.
15

)

erklart werden.

Die Entstehung der Werte

) Die Entstehung des Werts fur hﬂ&18 kann nicht erklart

in dieser Spalte kann nicht

feinsten
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h_i WLZ(QT)~Norm LE(QT)-Norm. Maximumno rm
6 01167 0.3332K4 0.8578E4
9 08726k 0.24 76E1 0,657 3E4
12 0.7137E4 0.2019E4 054271
15 0.6116E1 0,17 28E4 0.4656E1
18 0.5399E1 0.1525E1 0.4106E1
&us 0.702 0.712 0.670
o ) 0.688 0.692 0.688
oy 0.666

Tabelle 5.14.: Fehler im Teilgebiet Qr in verschiedenen Nor-
men und bei verschiedenen Schrittweiten und daraus bestimmte
Konvergenzordnungen.

5.4.5. Zusammenfassung. (i) Die Analyse der Testergebnisse
zeigt, daB die Netzgraduierung ein geeignetes Mittel zur Ver-
ringerung der Fehler und zur Erhdhung der Approximationsord-
nung ist. Die Fehlerabschatzungen aus den Kapiteln 3. und 4.
konnten groBtenteils bestatigt werden.

(ii) Die meisten Abweichungen werden vermutlich durch das
Fehlen eines reguliren Anteils in der Ldsung verursacht. Von
weiteren diesbeziiglichen Tests wurde jedoch abgesehen, denn:
- Was ist eine "beliebige" W&Z(Q)—Funktion, die als
regulirer Anteil geeignet ist (d.h., die durch Netzgraduie-
rung nicht in ihren Approximationseigenschaften positiv be-
einfluBt wird)?

- Selbst wenn man eine geeignet scheinende Funktion gefunden
hat, entsteht die Frage der Wichtung. Mit einem hinreichend
kleinen oder grofen Faktor kann man wahrscheinlich die Ergeb-
nisse in einem solchen MaBe beeinflussen, daB sie als auch
nicht aussagekriftiger als die durchgefiihrten Tests betrach-
tet werden miissen.

Eine weitere Fehlerursache kann im Ubergang von "<ch™"  zu
"=Ch™" liegen. Zum einen ist bei "<" auch eine in Einzelbei-
spielen hdhere Konvergenzordnung eingeschlossen, zum anderen
kann C durchaus von h abhingig sein; es ist lediglich die
Existenz einer von h unabhingigen oberen Schranke bekannt.

(iii) Es ist festzustellen, daB es sich durchaus lohnt, star-
ker als unbedingt fiir die optimale Konvergenzordnung notig zu
verfeinern. Die gilinstigste Wahl des Steuerparameters u héngt
aber von der betrachteten Fehlernorm ab.

16 . ) ;
) Diese Werte wurden nur aus den Ergebnissen der 3 feinsten
Netze berechnet.
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(iv) Bei allen Tests wurde in z-Richtung nicht verfeinert,
d.h., bei der Graduierung entstanden "langgestreckte Ele-
mente". (Bei den Elementen? die die Kante berﬁhﬁfn, stehen
Inkuggl— und Umkugelduqﬁhmesser im Verhdltnis h' :h, d.h.,
%1:10° bei M=0.2 und h =18,) Diese beeinfluften die Test-
ergebnisse jedoch nicht negativ.

5.4,.6. Bemerkung zu den CPU-Zeiten. Tabelle 5.15. gibt einen
tiberblick iiber den Rechenzeitaufwand fiir die Tests. Obwohl
die Zeiten durch die Rechnerauslastung beeinfluBt sind (Mehr-
nutzersystem), geben sie Aufschluf {iber die Kondition der
Steifigkeitsmatrix.

1f4 Assemblierg. Auflosen des Gleichungssystemsﬂ)
(5 Punkte) Aufgabe (a) Aufgabe (b) Aufgabe (c)
6 1:50 0:08... 0:11| 0:13... 0:45| 0:12... 0:30
9 6:15 0:50... 1:30| 1:10,.. 2:50| 1:10... 2:20
12 14:35 3:20... 6:00| 5:00... 9:00| 4:40... 8:30
15 29:00 9:00..,.,17:00/10:00...19:00|11:50...18:50
18 49:00 15:30,.,..32:20(24:00...33:00(26:00...31:00

Tabelle 5.15.: Durchschnittliche CPU-Zeiten (vgl. auch Tabel-
le 5.1.)

5.4.7. Bemerkungen zur Vernetzung. (i) Bei der gewdhlten Ver-
netzung ergibt sich in der (x;,X;)-Ebene bei @=k-54°, k=1, .4
ein Fischgritenmuster (vgl. Abb. 5.4.). Bei glatten Lo&sungen
ist in deren Umgebung eine Fehlerhdufung 2zu beobachten.
Zerstdrt man dieses Muster, erhdlt man ein nicht mehr struk-
turiertes Fehler-Isolinienbild, beim durchgefiihrten Test war
jedoch trotz hoherer Knotenzahl der Fehler insgesamt groBer.

Fischgrétenmuster ohne Muster

lup-Thus W % (2)| 0.011 0.023
Jup-TxpusLy(2)] 0.0012 0.0014
Jup-TpusLe(R)] 0.0068 0.0070

Tabelle 5.16.: Einfluf der Netzstruktur am Beispiel der 1.
: 2
Randwertaufgabe mit u=r .

17
) Das Gleichungssystem wurde mit dem mit unvollsténdiger

Choleskyzerlegung vorkonditionierten Verfahren der konju-
gierten Gradienten gelost.
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Abb. 5.4.: Fehlerhaufung in
der Umgebung der Fischgra-
tenstruktur

7

(ii) Zum Vergleich wurden einige Beispiele mit einer Penta-
edervernetzung gerechnet. Die Anzahl und die Koordinaten der
Knotenpunkte blieben erhalten, die der Elemente reduzierte
sich auf ein Drittel. Dadurch wurde das Netz symmetrisch
beziiglich der Ebene z=3%.

7u beobachten war eine Verringerung des Fehlers in allen
Beispielen: Je glatter die Losung ist, desto glinstiger sind
Pentaeder.

i 1. RWA 2. RWA |1.RWA mit 1.RWA mit

h =9 mi% mi% usr sinkg|u wie in

u=r u=r A=2/3 Aufg. (a)
W'’ %(Q)-|Tetraeder| 0.0099 0.011 0.028 0.042
Norm Pentaeder| 0.0015 0.003 0.027 0.041
L, (Q)- |Tetraeder| 0.0025 0.0068 0.018 0.032
Norm Pentaeder| 0.00024 0.0023 0.014 0.022

Tabelle 5.17.: Vergleich der Fehlernormen bei Tetraeder- und
Pentaedervernetzung

Bei Pentaedern wurde eine 8-Punkte-Quadraturformel verwendet.
Mehr Punkte brachten keinen Genauigkeitsgewinn.
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(iii) Es wurden auch einige Beispiele mit quadratischen
finiten Elementen gerechnet. Die Fehler lagen in der gleichen
GréBenordnung wie bei den entsprechenden linearen Elementen
mit halber Schrittweite (vgl. Tabelle 5.18.).

1,2
Aufgabe (a) “uh—Ihu;W (Q)” “uh—Ihu;Lm(Q)"
lineare Tetraeder h—i=12 0.03511 0.02709
quadrat. Tetraeder h = 6 0.03431 0.02681
lineare Pentaeder h:i=12 0.03401 0.01839
quadrat. Pentaeder h = 6 0.03071 0.01383
Tabelle 5.18.: Vergleich von linearen und quadratischen

Elementen

Integriert wurde wie auch bei linearen Elementen mit 5 (Tet-
raeder) bzw. 8 (Pentaeder) GauBpunkten. Eine Erhdhung der An-
zahl der Integrationspunkte hatte kaum EinfluB auf das Ergeb-
nis (weniger als 1% Anderung).
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1. Vorbemerkungen

Die Entwicklung des FEM-ProgrammSystems FEMPS3D wurde durch
den Wunsch von Praxispartnern der Sektion Mathematik der TU
Chemnitz motiviert, schnelle Spezialprogramme zur Ldsung von
Warmeleitproblemen innerhalb des CAD-Prozesses zur Verfiigung
zu haben. AuBerdem sollte Experimentalsoftware zur Untermaue-
rung theoretischer Resultate der numerischen Analysis durch
praktische FEM-Rechnungen geschaffen werden.

Das Programm paBt sich in die Softwareentwicklungsstrategie
der Sektion ein (vgl. [Hartwig/Semmler 1990]). Die Entwick-
lungsarbeiten bauen auf Erfahrungen mit 2D-Finite-Elemente-
Programmsystemen auf [Jung 1988]. Zur Lésung des FEM-
Gleichungssystems konnte auf das Programmpaket SOLKLZ, die
Realisierung des Verfahrens der konjugierten Gradienten mit
verschiedenen Vorkonditionierungen [Rjasanow 1986], zuriick-
gegriffen werden.

Im gesamten EntwicklungsprozeB wurde Wert auf Nutzerfreund-
lichkeit gelegt. Das Programm ist dialogorientiert aufgebaut,
in gewissem MaBe selbsterklarend und robust. (Unsinnige Ein-
gaben werden weitestgehend zurilickgewiesen.) Es wurde darauf
geachtet, daf der Nutzer nur die Geometrie, nicht aber die
interne Datenstruktur zu kennen braucht. Wo ndtig, sind Koor-
dinatenwerte einzugeben, niemals Nummern von Knoten oder Ele-
menten. Dadurch wird auch die Anzahl der notwendigen Eingaben
nicht von der gewdhlten Vernetzung, insbesondere der Schritt-
weite, beeinfluBt.

2, Verarbeitbare Problemstellungen

Mit FEMPS3D kann ein elliptisches Randwertproblem fiir eine
skalare Funktion iiber einem dreidimensionalen Gebiet in ver-
allgemeinerter Formulierung geldst werden, wobei (i.allg. in-



homogene) Randbedingungen 1., 2. und 3. Art auftreten kdnnen:

3 in
Sei QcR™ ein Gebiet mit dem Rand 8Q=IyuT,uly, T,Nl;=2 fir
i*¥j, und bezeichne

a(u,v) := [ & Vu-Yv dx + [ 6uv dr
2 r
3
(F,v) := [ £v dx + [ g,v dT + [ ggv dT
2 f’z FB

Vo i= {veW(a) : v|, =0}
1

V, := {veW"?(a) =g,}

v
Ir,
dann lautet die Aufgabe: Finde ueV* , so dalB
YveV, a(u,v)=(F,v).

Die Daten miissen hinreichend glatt sein, damit die Integrale
existieren.

3. Netzgenerierung

Mit FEMPS3D kann kein Netz erstellt werden, es muP beim Start
des Programms bereits vorhanden und in einer Datei abgelegt
sein. Es konnen Hexaederelemente (8 bzw. 20 Knoten, je nach-
dem, ob mit linearen oder guadratischen Ansatzfunktionen ge-
rechnet werden soll), Pentaederelemente (6/15) und Tetraeder-
elemente (4/10) der Randknoten-(Serendipity-)Klasse verwendet
werden (vgl. z.B. [Zienkiewicz 1983, Kap.T]).
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Abb. 1: Elementtypen mit Knotennumerierung nach FEMDAS [1986,
3.5.4,]-Standard
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Es ist jeder beliebige Netzgenerator einsetzbar, wenn er nur
o.g. Elementtypen verwendet. Gegebenenfalls wird ein Adapter-
programm bendtigt, das die Ausgabedatei des Netzgenerators in
eine Eingabedatei flir FEMPS3D konvertiert. Gute Erfahrungen
wurden mit dem Netzgenerator PCDTRI (vgl. [Hartwig/Semmler
1990] und [Hartwig et al. 1990]) gesammelt; hier kommt man
ohne Adapter aus. Aber auch mit COSAR [1984] erstellte Netze
wurden schon verwendet.

4, Randbedingungen

Die Grenzen von 'y Ty und Ty miissen mit Elementgrenzen des
Oberflachennetzes iibereinstimmen. Auf I'y erhalten alle Knoten
den exakten Wert zugewiesen, diese werden beim Aufbau der
Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite eingearbeitet. Die
Integrale iber ', und T3 werden numerisch berechnet, die
entstehenden (Oberflichen-)Elementsteifigkeitsmatrizen wund
Element-Rechte-Seiten werden entsprechend aufaddiert.

5. Aufbau des Gleichungssystems (Assemblierung)

Die Matrix wird in der am meisten Speicherplatz sparenden
Art, der Kompaktliste (vgl. z.B. [Rjasanow 1986]), gespei-
chert. Das bedeutet, daB nur Nichtnullelemente des oberen
Dreiecks (Ausnutzung der Symmetrie) der Matrix und die zuge-
horigen Indizes Platz zugewiesen bekommen. Deshalb wird im
1. Schritt bei der Assemblierung aus der Netztopologie die
Struktur der Matrix ermittelt. Danach werden (Volumen- und
Oberflidchen-) Elementsteifigkeitsmatrizen und Element-Rechte-
Seiten (Elementlastvektoren) durch numerische Auswertung der
Integrale ermittelt (Quadraturformeln siehe 6.), ggf. die
Randbedingungen 1.Art eingearbeitet und zur groBen Matrix
aufsummiert. In einem letzten Schritt werden evtl. durch Aus-
16schung mehrerer Summanden entstandene Nullelemente aus der
Matrix entfernt.

6. Quadraturformeln

Da nur wenige Erfahrungen vorlagen und FEMPS3D auch als
Experimentalsoftware eingesetzt wird, ist eine Auswahl ver-
schiedener Quadraturformeln programmiert (vgl. Tabelle 1)
[MbicoBekMx 1981] [Altenbach/Sacharov 1982, Kap.3.5.5.] [Zien-
kiewicz 1983, Kap. 8. und 11.].

Die optimale Integrationsformel (mdéglichst wenig Integra-
tionspunkte, aber genau genug) hingt von der Glattheit der
Funktionen #, f, €, g, und g3 und vom Grad der Ansatzfunktio-
nen ab. Beim Laplace-Operator und konstanten rechten Seiten
konnen fiir Hexaederelemente 6 Punkte bei linearem Ansatz und
14 Punkte bei quadratischem Ansatz empfohlen werden. Bei
Tetraederelementen mit linearem Ansatz integriert 1 Punkt
bereits exakt. Fiir unerfahrene Nutzer werden Standardwerte
angeboten, die natiirlich nicht optimal sein miissen.



Elementtyp ??féki: Erklarung ;P;?gE;:Ttxfjﬁgﬁ
Viereck 1 Schwerpunkt i,j=1
4 2x2 GauPpunkte T .

9 3x3 GauBpunkte 1,355

Dreieck 1 Schwerpunkt i+j=1
3 Seitenmitten i+j=2

4 GauBpunkte i+j=3

7 GauBpunkte i+j<h

Hexaeder 1 Schwerpunkt i,Jj,k=1
8 GauBpunkte i,j,k=3

27 GauBpunkte i, j,ks5

6 Flachenmittelpunkte i+ j+k=<3

14 verkilirzte Formel nach Irons it+j+ks<h

Pentaeder 1 Schwerpunkt i+j=s1,k=1
3 3 (Dreieck) x1 (z-Richtung) i+js2,ks1

4 4 (Dreieck) %1 (z-Richtung) i+j<3,k=1

6 3 (Dreieck) x2 (z-Richtung) i+js2,k=<3

8 4 (Dreieck) %2 (z-Richtung) i+j<3,k=<3

12 4 (Dreieck) %3 (z-Richtung) i+j<3,k=5

14 7 (Dreieck) x2 (z-Richtung) i+j<5,k<3

21 7T (Dreieck) x3 (z-Richtung) i+j<5,ks<5

Tetraeder 1 Schwerpunkt i+j+k=s1l
4 GauBpunkte i+j+k=2

5] GauBpunkte ?

11 GauBpunkte i+j+k=4

14 GauBpunkte i+ j+k=5h

Tabelle 1: In FEMPS3D realisierte Quadraturformeln

7. Auflosung des Gleichungssytems

Das Gleichungssystem wird mit SOLKLZ geldst. SOLKLZ [Rjasanow
1986] ist eine Realisierung des Verfahrens der konjugierten
Gradienten fiir kompakt gespeicherte Matrizen. Als Vorkondi-
tionierungen kénnen im Dialog gewahlt werden:

- die unvollstidandige Cholesky-Zerlegung IC(0)

- die erweiterte unvollstindige Cholesky-Zerlegung IC(1)

- die modifizierte unvollstidndige Cholesky-Zerlegung MIC und

- die Methode der geniherten Faktorisierung MAF.

Fiir keine der Vorkonditionierungen konnte, insbesondere bei
Aufgaben mit quadratischen Ansatzfunktionen, uneingeschriankte



Ausfiihrbarkeit filir die FEM-Steifigkeitsmatrizen gezeigt wer-
den (vgl. [Rjasanow 1986] und die dort zitierte Literatur).
Meldet sich das Verfahren mit Fehler zurilick, muB man eine an-
dere Methode widhlen. MAF ist sehr anfidllig, aber bei Durch-
fihrbarkeit besonders schnell. Empfohlen werden kann IC(0).
Wenn alle Mdglichkeiten versagen, kann man auch ohne Vorkon-
ditionierung arbeiten. Das dauert i.allg. sehr lange, fihrt
aber immer zur Losung. Allerdings ist der Fall, daB keine der
angegebenen Vorkonditionierungen durchfiihrbar ist, beim Autor
noch nie eingetreten.

Als_ébbruchschranken flir den iterativen Algorithmus wurden
£=10 oder 200 Iterationen als Standard gesetzt. Diese Werte
sind aus der Erfahrung sinnvoll. Es ist aber mdglich, sie im
Dialog zu &dndern. Denkbar wire eine VergréBerung von &£ bei
grofen Beispielen mit sehr fehlerbehafteten Eingabedaten und
eine Verkleinerung bei akademischen Aufgaben, um sicherzu-
gehen, daB der FEM-Approximationsfehler nicht von Fehlern aus
der Auflésung verfadlscht wird.

Andere Algorithmen sind leicht einbaubar, wenn sie fiir Matri-
zen in Kompaktspeicherweise programmiert sind.

8. Auswertun Postprocessin

Es wurde ein Dialogprogramm erarbeitet, mit dem verschieden-
ste Angaben zur abgelaufenen Rechnung abgefragt und weiter-
verarbeitet werden koOnnen. Die Ausgabe kann auBer auf den
Bildschirm noch in Dateien zum Drucken/Plotten erfolgen. Aus-
gegeben werden kdnnen Angaben zum Netz, 2zu den verwendeten
Quadraturformeln, zu den in den einzelnen Schritten bensdtig-
ten CPU-Zeiten, zum geldsten Gleichungssystem (Vorkonditio-
nierungsmethode, bendtigte Iterationszahl, Fehlernormen,...),
zum bendtigten Speicherplatz, Wertetabellen (Jje nach Wunsch
in verschiedenen Teilbereichen), Isolinien- und Losungs-
gebirgsdarstellungen auf Teilen der Oberflache bzw. geeigne-
ten Schnittflachen [Hartwig et al. 1990].

Akademische Rechnungen unterscheiden sich von Nutzrechnungen
haufig dadurch, daf die exakte Losung der Randwertaufgabe be-
kannt ist. In diesem Fall interessieren Angaben zum Fehler
(Differenz zwischen exakter und FEM-Losung). Fiir die damit
vergleichbare Differenz zwischen der Interpolante der exakten
Losung und der FEM-L&sung kénnen Wertetabellen und graphische
Darstellungen ausgegeben sowie Normen (Maximumnorm, Energie-
norm und L,-Norm) berechnet werden.



9. Allgemeiner Ablauf

Vor dem Start von FEMPS3D ist das Finite-Elemente-Netz zu ge-
nerieren und in einer Datei abzuspeichern (vgl. 3.). AuBerdem
sind in das Programmsystem Funktionsunterprogramme fiir die
Koeffizienten # und &, die rechten Seiten f, g, und g5 und
bei akademischen Rechnungen filir die Ldésung u einzubinden.

Im allgemeinen wird man mit FEMPS3D die Schritte Einlesen des
Netzes, Charakterisierung der Randbedingungen, Generierung
der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite, Losen des Glei-
chungssystems und Auswertung der Rechnung abarbeiten. Alle
dazu notigen Daten werden im Dialog eingegeben.

Von diesem Schema kann man jedoch abweichen: Wenn zur Auswer-
tung keine Zeit mehr ist, kann man die Ldsung in einer Datei
abspeichern und spater wieder einlesen. Fir die akademischen
Rechnungen wurden Routinen zum Graduieren des Netzes geschaf-
fen., Es ist méglich, zum Test anderer Vorkonditionierungen
das Gleichungssystem nochmals zu l&sen oder mit anderen Qua-
draturformeln den gesamten AssemblierungsprozeB zu wiederho-
len.

10. Belastbarkeit des Programms

Falls geniigend Rechenzeit wund Hauptspeicher zur Verfiigung
steht, ist es mit der derzeit realisierten Variante von
FEMPS3D méglich, Netze mit maximal 32767 Ufs-l) Knoten =zu
bearbeiten.

Die groBten Testbeispiele wurden mit 16606 Knoten, 87480 Tet-
raedern gerechnet. Zur Assemblierung wurden bei 5 Inte-
grationspunkten rund 40 Minuten und zum L&sen des Gleichungs-
systems rund 30 Minuten bendtigt. (Die Assemblierungszeit ist
abhidngig von der Anzahl der Operationen, die zur Berechnung
der Funktionswerte (eingebundene problementsprechende
FUNCTION-Unterprogramme) bendtigt werden. Netz und Randbedin-
gungen haben Einflufl auf die Eigenschaften der Matrix und da-
mit auf die Zeit zur Aufldsung.)

Alle Rechnungen wurden unter dem Betriebssystem VMS auf 32-

Bit-Technik mit virtueller Hauptspeicherverwaltung durchge-
fiihrt.

11, Nutzung zu nichtakademischen Zwecken

Die Anwendbarkeit wvon FEMPS3D zu praktischen Zwecken soll
durch einige Zeichnungen illustriert werden. Abb.2 zeigt ein
Tetraedernetz fiir ein Viertel des Xolbenoberteils eines
Benzinmotors. Die Isolinien sind hier der {bersichtlichkeit
wegen in ein Geometriemodell (CAD-Modell) eingezeichnet (Abb.
3). Ein relativ grobes Netz aus Hexaedern und Pentaedern mit
direkt eingezeichneten Isolinien ist in Abb.4 und 5 zu sehen.
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12. Bewertung

Mit FEMPS3D ist ein nutzerfreundliches Finite-Elemente-
Programmsystem entstanden; Ein- und Ausgabe sind dialogorien-
tiert, und der Nutzer kommt mit einem Minimum an Informatio-
nen {iber das Netz (die Datenstruktur muB ihm nicht bekannt
sein!) und die Algorithmen aus. Durch die Verwendung der Kom-
paktspeichertechnik fiir die Steifigkeitsmatrix ist FEMPS3D
sehr platzsparend und erlaubt dadurch auch recht feine Ver-
netzungen. Das moderne iterative Aufldsungsverfahren ist eine
der Ursachen filir relativ kurze Rechenzeiten. Dadurch werden
Variantenrechnungen im CAD-Prozef gut unterstiitzt.

FEMPS3D ist gut geeignet filir numerische Experimente. Es
kénnen FEM-Rechnungen mit linearen und quadratischen Ansatz-
funktionen durchgefiihrt werden. Eine groBe Vielfalt von Inte-
grationsformeln und mehrere Vorkonditionierungsmethoden zur
schnellen Lésung des Gleichungssystems werden angeboten.
Durch den gut strukturierten Aufbau kann das Programm leicht
erweitert werden.

Die Meniigestaltung mag anspruchsvollen Nutzern nicht schon
genug sein. Der Verzicht auf Windowtechnik kann Jjedoch beim
Ubergang zu anderer Hardware auch ein Vorteil sein.

Im Vergleich zu anderen Programmsystemen fehlt die Vielfalt
bezliglich der verarbeitbaren Problemstellungen, z.B. aus der
Elastizitdtstheorie. Bei einer diesbeziiglichen Erweiterung
wdren auch andere Vorkonditionierungsmethoden empfehlenswert
(vgl. [Semmler 1989, 1990al]).

Substrukturtechniken sind in FEMPS3D nicht realisiert.

Literatur:

Altenbach, J.; Sacharov, A.S. (ed.):
[1982] Die Methode der finiten Elemente in der Festkdrper-
mechanik. Fachbuchverlag, Leipzig 1982. - 496 S.

COSAR
[1984] COSAR/84 Nutzerhandbuch (Teil I: Grundlagen, Teil
IT: Eingabevorschrift)., TH Magdeburg, Sektion Ma-
schinenbau, WB Festkdérpermechanik 1984. - 604+671 S.

FEMDAS
[1986] FEM-Datenschnittstelle FEMDAS, Entwurf =zum DDR-
Standard, TGL 44640. Amt fiir Standardisierung,
MeBwesen und Warenpriifung, Berlin 19886.

Hartwig, K.-H.; Liebermann, H.; Strauch, M.:
[1990] Geometrieorientiertes Pre- und Postprocessing fiir
Finite Elemente- bzw. Finite Differenzenmethoden.
in: Problemseminar Computergeometrie, GauBig 1990.
(erscheint in der Schriftenreihe des WBZ Computer-
mathematik der TU Dresden)



10

Hartwig, K.-H.; Semmler., U.:
[1990] Tetraedernetze: Automatische Generierung, FEM-
Ansadtze und effektive Losungsverfahren. Preprint no.
162, Sektion Mathematik u. FPM, TU Chemnitz 1990.

Jung, M.:
[1988] Das Multigridprogrammsystem FEMGP zur Lodsung ellip-
tischer und parabolischer Differentialgleichungen
(Version 09.88) Programmdokumentation, Sektion
Mathematik, TU Karl-Marx-Stadt 1988.

[1989] Eine Einfiihrung in die Theorie und Anwendung von
Mehrgitterverfahren. Wiss. Schriftenreihe der TU
Karl-Marx-Stadt, Heft 9/1989,

Muicopckux, M.II. (Mysovskih, I.P.):

[1981] HurepnonsauuoHHbe KybSaTypHble $opmyns. Hayka, Mockea
1981. - 336 S.

Rjasanow, S.
[1986] Dokumentation und theoretische Grundlagen zum Pro-

gramm SOLKLZ. Preprint no. 15, Sektion Mathematik,
TU Karl-Marx-Stadt 1986.

Semmler, U.:
[1987] Finite-Elemente-Programmsystem FEPAS-3D fur die
Analyse dreidimensionaler Probleme. Preprint no. 49,
Sektion FPM, TU Karl-Marx-Stadt 1987.

[1989] Vorkonditionierungen fiir konjugierte Gradienten-
verfahren Zur Losung groBdimensionierter FEM-

Systeme. Preprint no. 92, Sektion FPM, TU Karl-Marx-
Stadt 1989.

[1990a] Zu einigen Fragen der L&sung groBfer 3D-FEM-Systeme
mittels iterativer Verfahren. Preprint no. 147,
Sektion FPM, TU Karl-Marx-Stadt 1990.

[1990b] Ein Svstem zur Verwaltung groBer Datenfelder variab-
ler Lidnge in Rechnern beliebiger HauptspeichergrodBe.
Preprint no. 148, Sektion FPM, TU EKarl-Marx-Stadt
1990.

Zienkiewicz, 0.C.:

[1983] Methode der finiten Elemente. Fachbuchverlag, Leip-
zig 1983. - 743 S.



Erklarung

Ich erklare, daB ich die vorliegende Arbeit
selbstdndig und nur unter Verwendung der
angegebenen Literatur angefertigt habe.

Chemnitz, am 18.12.1990



Thesen

zur Dissertation A

Finite-Elemente-Methoden liber lokal verfeinerten Netzen

fiir elliptische Probleme in Gebieten mit Kanten
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Chemnitz, den 18.12.1990

1. Die Losung elliptischer Randwertprobleme 2. Ordnung in
Gebieten mit Ecken und Kanten weist i.allg. Singularitéten
auf. Diese fithren zur Verringerung der Konvergenzordnung der
Finite-Elemente-Methode in ihrer klassischen Version. .

2. Durch geeignete Anpassung der Finite-Elemente-Methode in
der Umgebung der Ecken und Kanten ist es moglich, die Konver-
genzordnung zu verbessern und sogar die gleiche Ordnung wie
bei Aufgaben mit glatten Losungen zu erzielen. Indem analyti-
sche Erkenntnisse iiber die Eigenschaften der Ldsung ausge-
nutzt werden, kann diese Anpassung zum einen durch eine Auf-
nahme singuldrer Losungsanteile in den Finite-Elemente-Raum
erfolgen (Singularfunktionenmethode). Eine andere Mdglichkeit
besteht in einer gezielten Verfeinerung des Netzes an den
Stellen, wo Losungssingularitdten zu erwarten sind.



3. Eine Netzsteuerung derart, daB fiir alle Tetraederelemente
A gilt:

hy ~ hry *, falls r,>0,

hy ~ h''*,  falls r,=0,
ist fiir Randwertaufgaben in Gebieten mit Kanten dafiir geeig-
net, asymptotisch optimale Konvergenzresultate zu erzielen.
Hierbei bezeichnen h den globalen Diskretisierungsparameter,
h, den Durchmesser eines Tetraederelements A, r, dessen Ab-
stand zu Kante und pe(0,1] den Netzsteuerparameter.

4. Die Anzahl der Elemente in der Vernetzung bleibt fiir einen
Netzgraduierungsparameter u>3 in der gleichen GréBenordnung
wie bei nicht verfeinerten Netzen.

5. Gebiete mit gekriimmter Oberfldche sind nicht exakt ver-
netzbar. Der entstehende Fehler ist jedoch abschitzbar und
bei geeigneter Vernetzung hinreichend klein.

6. Sowohl fiir die 1. als auch fiir die 2./3. Randwertaufgabe
in Gebieten Q2 mit einer Kante gilt fiir die Differenz zwischen
der exakten Losung u und einer geeignet mit Hilfe des Inter-
polationsoperators definierten approximierenden Funktion Vit

. chl f; Ly(e)] fur p<d
[u-vs; W) < { oY s ta [£; Ly()] fir uzx
ch’ | £5 Ly(2)| fir u<z(1+x)
lu=-vs; Ly(e)] < { ch™ A TEE gy L) fur mzi(14))

und fiir den Finite-Elemente-Fehler:
Ch|f; Ly(e) fiir <A
ATEE e L) fir ue

ch’ | £; L,(2)] Fir M<A
lu-us; Ly()] < { k¥ E e L(a)

lumons W@ s {

fiir u2A

Dabei sind ue(0,1] der Netzsteuerparameter, Ae(%,1) ein die
Qualitat der Losung charakterisierender Parameter (Singulari-
tatenexponent), & eine beliebig kleine positive reelle Zahl,
h der globale Diskretisierungsparameter, C eine nur von der
Aufgabenstellung abhidngige Konstante und f die rechte Seite.

Ahnliche Aussagen kdnnen fiir Probleme in Polyedergebieten ge-
troffen werden.

7. Die erhaltenen Fehlerabschdtzungen sind optimal in dem
Sinne, daB man in der betrachteten Klasse Aufgaben finden
kann, fir die im unverfeinerten Netz (u=1) gilt:

lu-us; W%(2)] 2 cn’



8. Wahrend sich bei der Singuladrfunktionenmethode die Kondi-
tion der Steifigkeitsmatrix gegeniliber Aufgaben mit regulidren
Lésungen verschlechtert, besitzt diese bei einer Netzverfei-
nerung mit einem Steuerparameter M>% die gleiche Kondition
wie bei regulidren Aufgaben.

9. In Teilgebieten, die die Kante nicht enthalten, fiihrt auch
die Standard-Finite-Elemente-Methode (ohne Netzverfeinerung)
mit linearen Elementen zur optimalen Konvergenzordnung in der
W'E—Norm. Die Grofle der Konstante in der Fehlerabschatzung
hdangt dabei stark vom Abstand des Teilgebiets zur Kante ab.

10. Der folgende, aus 2 Schritten bestehende Algorithmus be-
sitzt Vorteile bei der praktischen Umsetzung von Finite-
Elemente-Problemen und liefert eine optimale Konvergenzrate:

(i) Man l16se das Finite-Elemente-Problem iiber dem Gesamt-
gebiet iUber einem unverfeinerten Netz.

(ii) Man verbessere die Niherungsfunktion durch Ldsen ei-
nes Finite-Elemente-Problems iliber einem verfeinerten Netz
in der Umgebung der Kante. Die fehlenden Randbedingungen
werden mit Hilfe der Losung des 1. Schritts generiert.

11. Die Fehleranalysis hat nur dann grdBere Bedeutung, wenn
die vorhergesagte asymptotische Ordnung auch bei praktischen
Rechnungen mit vertretbarem Aufwand erreicht werden kann. Die
folgende Aufgabenstellung ist filir die betrachtete Klasse von
Dirichletproblemen repréasentativ, d.h., Tests mit dieser Auf-
gabe sind aussagekraftig:

Gesucht ist ueV : a(u,v) = (f,v) V¥veV,
2
mit a(u,v)=f Vu-Yvdx, (f,v)=-f A(r® ¥ sindp)vdx
2 2

)™

Q={(ylﬂﬁ,yé)=(rcosp,rsinp,Z)GRE: 0<r<l, O<p<dm, 0<z<1}

N

2,-1/42

g=(r2+z ) (ln(lO-a(r2+z2

)

Vo={veW"*(2): v| =0, v] 0, 0}

= _g= VI_:
©=0 P=3 r=1

_ 1,2 . _ _ _ -
V*—{vew (Q): V|¢=o-0’ v|¢=%ﬂ~0, VIN4~331n2¢}

Das Problem kann analog mit natiirlichen Randbedingungen for-
muliert werden.

12. Die gezeigten asymptotischen Konvergenzordnungen koénnen
bereits bei Rechnungen mit grober Schrittweite bestadtigt
werden.



13. In den praktischen Rechnungen hat sich gezeigt, daB es
glinstig ist, stédrker als unbedingt flir die optimale Konver-
genzordnung notwendig zu verfeinern.

14. Die Charakterisierung der L&ésung von Randwertaufgaben
ilber Gebieten mit Ecken und Kanten in gewichteten Sobolev-
und Sobolev-Slobodezkij-Riaumen ist fiir die Abschitzung von
Approximationsfehlern gut geeignet.

15, Fir eine grofe Klasse dreidimensionaler Gebiete ist es
moglich, Funktionen aus Sobolevridumen mit Gewicht mit Hilfe
eines beschrankten linearen Operators iiber den Rand hinaus
fortzusetzen.

16. Die Mittelung von Funktionen nach Steklov ist geeignet,
die Glattheitseigenschaften wvon Funktionen zu verbessern.
Durch Mittelung des singuldren Losungsanteils ist es méglich,
den Interpolationsoperator auf eine WZZ(Q)—Funktion anzuwen-—
den und Standard-Abschédtztechniken zu nutzen. Die Differenz
zwischen exakter und gemittelter Lésungsfunktion kann mit
Hilfe des verallgemeinerten Stetigkeitsmoduls abgeschitzt
werden.

17. Die am Beispiel elliptischer Randwertaufgaben mit
natiirlichen Randbedingungen demonstrierte Beweistechnik mit
Hilfe der Steklov-Mittelung des singuliren L&ésungsanteils
bendétigt keine Aussage iliber die Stetigkeit der L&sung und ist
deshalb fiir eine grofere Klasse von Aufgaben durchfiihrbar.
Gedacht wird dabei an eine szukiinftige Anwendung dieser Tech-
nik auf Probleme mit gemischten Randbedingungen bzw. unsteti-
gen Koeffizienten, deren L&sungen in Sobolevriumen charakte-
risiert werden, die einen Schluf auf Stetigkeit mit Hilfe der
Einbettungssitze i.allg. nicht gestatten.

18. Bei der Finite-Elemente-Fehlerabschitzung fiir die 1.
Randwertaufgabe ist es ausreichend, die Zugehdrigkeit der
Lésung zu bestimmten Sobolevriumen mit Gewicht =zu kennen.
Eine Losungsdarstellung wird nicht bendtigt.

19. Der 1lokale Interpolationsfehler kann auch bei finiten
Elementen abgeschidtzt werden, deren Ausdehnung in verschiede-
nen Richtungen von unterschiedlicher GréBenordnung ist. Diese
Elemente erfiillen nicht die bekannte Zlamal-Bedingung, die
besagt, daB In- und Umkugeldurchmesser von gleicher Gréfen-
ordnung sind.



20. Zur 1lokalen Interpolationsfehlerabschétzung ist ein aus
der Literatur bekannter Satsz geeignet, welcher eine Verall-
gemeinerung der Poincaré-Ungleichung darstellt.

21. Fir Simplexe%%mente A mit N achsenparallelen Kanten gel-
ten fir alle veW™“(A) die folgenden Abschitzungen:
= . " < P | P S x
|v-Nv; WP ()| =< of ) BRI Lo()l (*)
falls N=2 oder p>2 und
2

N
G 1/q-1/p | av
|v-Nv; Ly(8)] = c(a) (hyhyhg) idzihﬁhngggig, L(a)]

fir beliebige p,qe[1,m).

Dabei sind [l der Operator der (affin) linearen Interpolation,
h, (i=1..N) die Ausdehnung von A in Richtung der Koordinaten-
achsen und Ne{2,3} die Raumdimension.

2. Die Abschidtzung (*) kann im zweidimensionalen Fall kon-
struktiv bewiesen werden.

23. Die Nutzung einer anisotropen Vernetzung in der Umgebung
von Kanten kann empfohlen werden, obwohl ein globaler Konver-—
genzbeweis noch aussteht.

24. Das Programmsystem FEMPS3D stellt ein leistungsfdhiges
Finite-Elemente-Software-Paket fiir skalare elliptische Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung in dreidimensionalen Gebieten
dar, das fiir numerische Tests gut geeignet ist.



